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PROGRAMACION LINEAL

InlcFoduc ci6n~

Es fre-CUe'ID.1ce que el hombree se encucemrlcJf<e aIDlfc<e pJroblem,as que impli=
can, conflicto de im:tfceJr<eseso Cu.ando existe un grupo de posibles sucesos
entre los cuales itiene <ciertas pJreferencias y no. todo <está bajlO Sll con:ícrol,
~ste es UJr1t cejemplo que in.volucJra conflic'Cco Concretameni'ce, si dos juga=
dores debceIDl. decidir ~eml'lcJre diferenlces alte:Jrmtativas"9sin que dicha .elceccibn
sea del cO)ThocimieIDlfco del tO>itro 9 existijf~ un p)roblema de cOIDlfl.icto de mitelE1

reses o de decisioneso

El jugador para su decisión debce:rrá contemplar algunos aspec'Ítosll
como son~

1) Eml base al confcrol e infoJfmación paJr<cial que tiene, buscar de
sacar el mcejoJf pa ritido e

2) COiRocce'1f 1l lo meejoJr po sible. la psicología de su adver saJfio o

Fremyitce a estos puntosll es obvio que las decisiones o los conflictos
de inte1reses TmOs610 son propios de las jugadores, sino que también se
e1n\freml1Cari a este feipo de trabajo, Ejecutivos, Economistas, Militares,
Gobernantes, efcc a y en general cualqu.i<eJ? persona durante infinidad de
situacione s en su vida e Asíg uno de los más initeresantt8S conflictos,
es el que celTI1.fr<enfca al hombre versus nafcuJfalezao No siempre el hom=
bre fei<eilll<e Uiffia iIDl.formaciLbn cabal de estado de Jl.aID),aturaleza, ésto ciencc

tíf~came1ffite significa, la existeIDlcia de la imlfoX'mación de las leyes d.el
azar que la rigen <l

As,~ PQJf ejemplGs eJl resultado de salida de UID, número de '\UJ!.dado
es, p<eJrfectame!ó1.lc<e c-01ffiocidoo DiJr'emos .qu.e el.estado de la JThatulealeza o

leyes del azar son cCQ>1ffiocidas a Si el dado eslcá caxogadogmto se cO>ID.oceml.
las leyes del azar; habrá que experiIn<enitar paJfa defcerminarlao

¿Qué posibilidades tiene UID. jugador fJr<e1Olite a otro que con(Q)ce que
, el dado está cargade? DiJr<emos que sorffimenor<es 'sus chancees de ga=
nar., pues ~l jugará en base a un dado equilib~ado ya la larga peJfderáo

La teoría de las decisiones se P1f<eocupa de '(tOldo ésto y cOIDlsidera
que las de'cisioIDl<e s tanito i1ffidividualle s como coJiec1tiLvas pueden iLID,voluclfar
siltuacioIDl<e s de cee rlceZa 9 ¿ries go (» im)'(c<Sl''tdtdum1brce o

IIDhdividuo quicere decir peJrs<QJill),a u orrgaIDliz,aci6IDl que es nmovida P~Jr
un úmdhe o ],IDllC <eJré s o-



Existce~ ~:1r1tceza si se sabe quce cada acci6IDl conduce invaJfiablemeIDlé
te a UIDl res'ullcad(Q)"

Existe lfiesgo si cada <accibn cOIDlducece a difeJfeID.1CeS rcesultados eIDl dOIDl=

de la. ley delazax- o probabilidad del sUc<eS(Q) <eS cOIDlocida o

Exis1e.e ince1fiCidumb1flS si cada acción conduce a posibles 1r<esuJlfcados
en donde la ley del azaJr e s: de s(Conoceida o

Se lfepl'eSeml'u:a por un lCOlIJJ.jUlIJJ.to de acciones A ~ [ala aZp •• • p alIJJ.j

y <en que f (a) será UIDl ~ndice asociado con. ag ~nfcon<ces se buscará en
A. aqu~l ai que maximice (lJ) miTólimice) cellndi<ee f (ai) e

LO) difícil <eS la elecci6IDl del ~ndice~ CJfife(f;Jfi(Q) 1Ul(Q)bJetivog como> se; lee
designa o AS!g palfa urm empJfesariQ) su obj<efcivo s<€lJrá fácil de dcettereminar~
maximiza.ir beIDleficiO)sg' miJThimizaJf pérdidas g .maximialf preoducecií,6nm o mi..=
nimizaJf cosito lab(Q):rral, etc 1;0 ¿ Pereo qué criit,eri(Q) u obj'cetivo mueve a un
col&ccionistta de aIDlfcigüedadce s <emt sus decisiQ)IDl<e s ?

Pr~císameilllte <esitce ca.lómpo, <el de las decisiones con ceril:ezag <es
dOJ1ffide. s.e desa.xoJr<olla tel ttce~a que nlOS P:irOpOIDl<emos <esfcudiar" La"PJfogra~
ma~i6ml Linceal.g ID,O) ces amo ,un '{tipo de Plf(Q)blcema que envueJlve dec],<eiones
e OIDl e e:riteza o

ExisiteIDl difcercemt1tces alil~<eIDlitos A19 AZ" o o o., An ; una dieta seJfá
pr<escripcibn que mdicarácuámdtas unidades de Jlos alim.entos Al9 AZ9

o o o 9 ~ se inge1riíráno s<e~á pu~s x el veC'1cOJr dieiCa~

xl!!

Ahora '1bie1ffig para cel euce rpo humano 9 haúmce sfeudiado J1.0 s dicefeéiticcQ)S 3

que .se IDlecesifeaIDl cie1ffeas maitceJriasbásicas, c(Q)mo SOJIDl~ ca JrhbhJ,dr<afeo s,
.gras.a s, prQfce~na s svi'(tami,IDJ,as 9 ~ltc o Sean aJlX' ai29 o o "9 aiIDl la caIDl1t:idad
de carbohidratos (idenitificado eIDl cé,s'ltOJ poJr el sub=Jlmldi<ecs i) en los alUimemt=
to s Al, AZ' o o ~ 9 An o
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LU,ego la dieta, eIDl lo que ';resp<eccita al~~imqr~d<e <cajfboJh,idra1tosm.e~
o ,

n-e<Ge,sarJlQxS seJfa~

an x~> + ai2 xZoo.f.aim\xn).:1bi

La. calThodad bi está dada p01f los r<eque:d.rrnielTh1!:os mílThimos del orga.";'
',nismo hu:~ano9 qnce depeIDldexo~IDl de la edad1J< a,c;fc~~i~a,d9 situacibm.geo<=¡
,g,máfica, elcc o ; .'

Aa!terrud,r'emos que si s'e leequie:recen 1ffi'iUl'lcle~..~;nfce.s básicos .pa::rea celonl?=
g'amlis'mo~ eS<CJfi~í:r~mos para los alJ1ml(en.mfco~ ~Al" ~'29 o o e "9'AID\=

-
~, '

n '>-' tf) ,GC\Ja~lJY\Q.1 \~@attv1~te
¡"dQ."~e~J-\rw:t~ 1 i'f\~1\1fcs

solJ~oY\es

a.n x1+ a¡Z Xl +... +a¡lTh xlTh~ bll (ca!;iblQlhid1"~tos)

~ZJ Xl + azz Xz + · ". + aZli1 xlTh'~ b2'~asª,s)

~ & 11 o • o 11 o o o tl o o 11 e o 11 o o " G o 00 G o & o o el" G o ,. o o o el Q o e o Q

,)~l plfeci«JJ asodad«JJ C\QJlllicadaulThidad d~ Alll A?, .• ! D' A •serán
PI' PZ' ••. JI Pn" Luego, el C(Hllt~ de la dIeta Ste)r'a llgual a dsuma:

El probl<emam:a.ltr<em~,'lcic(» 9 será bus c'ar Una ,de las posiblces dietas
que sat.ir;fagaml'las 1r<estrticciorm<esqu<e ,minimizalThcel ~bje.lc.iv<Oi ()) ceo,sito far:=
miliar:'

P 11 X 1+ Pz + e o o + p ,X
Jl n'jTh

~ p,"
, e e e O o O o o o e • o O o e o o o o o o o ó o o o o 'o. 'o e (j Q - o o ()

a. m' ,I1XjJ + a ''». X-,; t G 06 +.;;1. 'x '" b
J1 J1 !n {..a ~~ .ID. // "ml.

,( X} Exist~IDl dife1t"<enltces acccdilOIDlces oes'<c@g(enru~':ll,a,sde di,eta.s o

(2) Exist<eIDl re s'ÍCriccioIDle s Q) limilita<ci~es' pa,jfa la s posibl(Bs-
acc iOIDlce Si o

(3) Existe UIDl obj~1tiv(Q) o critt<erio aSQ,(Ciad<OJ aceada acceibjTh¿ la
funci61lli ceQ)stoo

Este 'ltipo de p1r(Q)bJl<ema:ncJJa1t<emático se na llamado P;rog1farna cid>..1ffi lL,i~
nealo "Hasta hace P(J)<eO ID,O s<ehabía esitudiado pjfoblceJ.OO\a--s-deesfca ,í1Th~(O)l(~,9

I
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creando ,así un nuevocamp@ ~IDl la~ mavt<emálticcaJ.s que ha .~ido> bautiza.do
c'on elno:mb:Irce de pJr(»gl'an;:n.a ceibmt L~IDlceal (() ug'Li'tIDl<ecaur PJr<O)greaIDnlmiIDlg o ~ft' .

d dI" °d . Jl '.// o . 1\ I! oLano~ve ,a en <es'(tG .re ~nl e eilll que <eml . as matcema~lcas <CJL.a-s,j1ca$ 9 se
haltl <esitudiadQ)problernas ~emáxim~5l (Q) mímuim«]SJde f~mr(Cio.)Th<es de varias
va,riable sa., ..Se han 'rces1U~lt(Q) en su fc~iC$11id:ad9 CC,(Q)IDl e]l <empJl<eo de la s de'riva>=~
das parciales" y '.del Hcess~aIDl(Q),o Si.mbbJlicamcenlte se planfcea asl:

Las soxlutcio:nes de losl¡ putID.it(O)~ demáxim<Q) (Q).. m.~n.imQ) se eIDl<cu~nfcl'an
en el mtelriordel d{))miIDlio de dicM s variable s '6

\Tambi~n <eS cclási<eo el' pn'C'(Q)ble:ma de bU5JCalf valoJrces extremos. de una
funcibri de 'var.iasvaJriablcelse ~n que además lasvariablces es'(Cán sujetas
a restJriccioneso Este tipo de p:reobl<em.a se <cOilllJD)Ce c(Q>n<el IDl(i)mb:r<e de

, '." .. tI G.. .' . " o .0. El .! ~ d l' 1 0]l0 dnu.a.XJl.mQ OmJl~Jl.m(Q) c(J)n F(6s,fClrJl.cccj):\Q>nes o .. ' m~fc(Q)~o<e QS mu tJLP' J1.ca' 0-

.res de Lagrange, permiteJ

! la s<a>luciu6Jn y análi~is sait;i.sfa<Clcoriod,e dica:l
cho.smáxiÍllos r<elativ~s; que se <eIDlcuentran en el mfcteJri<Q1Jr del domiIDl.io
de las var iab Ice s o

1,

Max z •• f(xl gXz' o •• ~ ~)

g h~x 1 9 :ti:2 8" e.. e 9 :X:jp) ~ (Q)
11

• :ie o el o o o e e o o el 0 G o & Ó 8 00 Q o

iI d
gro \.X l' Xz 1)' o o o '9 Xn ~ <Q)

PO.r úJ,1timOg es IDlJUL<eVOJ<enceI '<campo matcemát,ic<o, lab1&squeda ...de má.a.
ximos omíniJr'1(,1Los de .funci,~J1],<es d<evariasvaJriabl<e~g suJetas a Jr(e;striccioa::s
.Des que SOn de sigualda<;ie s (Q) ,],IDleceuaci.<01Tóle s o

. ,
El p.rt'oblema sera:

___ ._.:....-..... • o •• __ •• . ••. __ •.••. _~ . ._ •• ----J
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La .(lo IJ I .'0. . .... .... <lo> 0. . . fO O .&. . . '1' . '. JI" o /1 d. ".s, ~eCIDljL<ca.s an~el'10,1f<eS ID,(()) ~(Q)ID, S~ j1(Cd1:(e;jTIrU9(6.~ pa;ra. .a:¡r.eS(Q) U<ejl«))m. . te
estos 'p:Irobl<elQnas 9 PO:Jr CUat:lffilCO ..<ella.s s(Q>l<OJ,silrv'ceIDt paJralab'squedadte
~ximos .relafc.iVO>&i,y. en el iIDlfceJriLore d~l dom~i~],@ d'celas v:a,1fiab,l~s :

De saíQJrtunadam"~.IDLt<e ges\c(O)spnf(Q)bl<e1OO1a s fe ice IDlceÚnl 1!.11.1nl' máximo> \O>UIDl.m!~,
nimIO' absolu:tc,D<sn las fX'on:lt<eras del dominio dce la~ va'1rÍLables «>

ESlcoscOJID.cepfcps de máxim\O y mfnim.(Q)ab.s(Q)1ut~~r flUJ:eJr~n plam1'Íteado.s
ydi£ere<e.nciad<OJ$ pQ)Jf' Cauchyo En ceJl lC<Q):Jm.O X d,~ sus uVM~:mitQJiJre.s.U1r les
',maxime. ,etc mjj.n~ma c.Qndilcioneluv. (l841) S~ <elTh<cucemll!;)f(a<elp.Jroble,ma .'gen.e «=3

.ral propues1c.o. sinresolveJf Q

Se ha designado as! a una ra,ma de las matemáticas qu.,e..se preo.cu'~'
pade buscar .máximos o mí1ITLimos d"efunciones lineales de variables
sujetas a res1Criccionces expre'sadas mediantce desigu'aJtq~,~:tes line"ale~o

Se defiml<ecQ)Mo funci6n o' ~es1cJficcióIDl Ximúea19 toda combinación de
p.r.ime jf grado en las variables o

A~~ por ejemplo, un problema de plrog"ramaci6n lineal, será. "del tJtc=s"
po, s iguti(efn~e'~

Max z" l!S <C 1 xl + el Xz + e f) es .,. '«=;mt.~

«111 X1+ a1Z XZ+ e o o +aln xn.:$b1

aZJl XJl+ aZZ Xz + o. 0+ aZn XlTIl:~1b2

o o o o o o O o O O o O O o • es " 00 e o El O o • o o (). o El

am)lx1 +am2XZ + o o. + amn x~~1bm

X]. ~ OJ ; Xl~OJ; ••• ; X~):. O

.Program~c'i6ID1. nio linceal sceFá todo plroblema<e1ffi que la. íUIDíCii6~ o la~
~'estriccio'ml'es l'no sean'lirmealeso

Por ejempl(J).~

Ma.~ .z ::

o • 6l • (\l " COl e o 0 e 00 el eco • o o el El o el Q O o O C!)

aro! Xl + aml xl + o o 0+ amIDl, XID:. ~ bm

x K ~ ~x 2 ., OJ ; "e o ;X
IDl

., ())



Esíce <ej<em.plo se designa en pa'FiticuJlaJf c{Q)n <el rmo:mbJf<e de prog:¡ramac=
dbIDl cuad:reáitica. C(Q)nlO se pued~ obse:reva:1t'g pu~de se:re la fUIDlcilm IDlO~U.=
IDleal (cuadrái'cica eIDl eJI.ejemplo) OJ ]las Jr<eS1clticccioIDl<eS IDlo~li1ólceales o ambaso

Hemo s mcencionad<Q) que Cau.cJhy pJlanlted> el problema g~ml(e¿ral sin ¿rte=
s Ollverloo Debemos me1nl.c:nonar que la PJrognramacibn Lirme.aJl a'ba¿r<ca die::)

I o " " '1 11fer.erm1tes campos de las m.afcemaitllceas~ as1\,lclene que ver C01Ql ca. CUllO mac:::J
tlr'idal, 1i:eOlría de los CiO>IDliO>S , lh.ipe:ree spacios euclídeos, eltc. Así es que,
debemos deslcacaJf qu.e ]los 1c1fabajQ)s del s o XIX de los m.afcemáiti<cos LaCl

plac.e s SylvesteJf y Cayley son pJrevios y f1Um'2ldamceIDlitales ~ ra <el desa.:lfJro'='
110 del cálculo maítricialio En el siglo XX son i:mP(O)X'1cat.IDl1tes los :ft;1rabajos
qe W eyl "Elemem:~a.lre Tlhteode delr KOIDl'VeXen Polyedelr'" (935) Y de o1i:lr'OS~
e'omo Kuhn, Tucke:Jr ~ Gel's'ÍC<eml.Jhvabe1f, Von NeumanIDl, Hi'iCclb),(cO)<ckB. K<Olopman,

etc.

EIDl el campo eC(Q)IDl6mic(Q)se encU<enícranlos p'Tfi1tJ11eX'os pa~os en l(J)s
1clrabajos de QuesIDlay (1758), Wal1fas, Pa.re1co, Leoml'fdief, que plaIm1cceaJform
m.odeles matemáticos que hoy día SOIDl rresuelitos C(Q)ID. <el auxilio de las feéce::)
nicas de la Programaei&m Lineale

NQ deja de seR" cUJrios(Q) que fu<eJfoml los c«:»m.pltejos p:rfQbl~mas de la
Logística dUJraIDl~<e la 2a ti gu<e1f'Jra murmdials que llevaJr'oIDl a la n<.ece sidad de
bu.scar méfcodos ilc<eJrabitivos de cálculo paJra xoesolve'Jf 10>8 problemas o Fa~
moso es el problema que Se conoce,'len lalifc<eJrafcura <con el nombJfe de veHit-
chcockc:oKQopmalfi" O) de IVT1fanSpOJf1cevo (1l941)o Fué eJl pJroblema CJfuc.ial
que enf¿rceID1i'cara la Ma1fina McerCa1fJl.lce aliada dura1TIL1tce laZa o guerra muna;::,
dial, rref<er<eilllfc<e al abasitcecirniemdco de los Ej~Jrciitos AJliados eIDl las difeCZ3

reID),le<es, parit<es dcel Jmumld(Q)o

Un producto homogéneo> debe seX' embarcado <en JLas canfcidades
ap al' •.• , amen 1t'JCl!. puertos dce olr'igcellliy enviadOls a dcestmos cen caIDlti-
da de s' b l' b 2 9 o. o , "Ib:rmo

El C(j)st(Q) de <eID.viaxo una cani'c,idad um)Jl~Fia del <orig~ml .i al deslcino
j ces cij" El plr'oblema consiste eIDlde1i:elrmill'llal' las cantidades Xij que
deben ser embarcadas para leOldas las jfll.:rfcasg de leal fOJrJmJa. que se miniCl

mice<eIDl los co>sfcos de 1clfansp(Q)Jfícce SI



G é G" o "o o o." o e Cl o 8 e G e o •• Q'" • o e o 8 G ., o .e o •• e o o e. o O oe

.)

( l~ (2l, f) o ~ (n} T<Oiital

fl), xl 1 :%:12 CI
I ;X:'Jln a,'O/0 ],

(;2) XZ! .xZ2 xZm; á 2

ml
~

j. = !

ro .Jlli

Min z ~ ~
i. e!I Ji

~
j. ~ 1

Coo
. J1J

SUPQmrgam(Q)s,.um:cejemplo ce.nel que.'Jexisfccen dos pu<e'rt<OYs deolfigeny
~:Jf<eS de'sfciIDJ,(Q)s ~



Dli DZ D3

ti'

01'" xl.~ ~12 xl')
r~(J O2 x211 xZ2 ,:J{Z 3

TO)ital b~ b"2 b'3

(CJl3

Las e (Q)IDLdi(cJl.(Q>IDl(e SJf<e slCdf:ic'ltiwas de l~s o1f!g<e~esy de sfcin(Q)s, se planfc<ea=',
! ,J.1ramlaSl~

XII + xX2 xli3
c::::I

al+ c::J

xZll + xZl + xZ3 !!I aZ
xJll + xZJl

e!J bJl=

xIZ ..•
~ xZ,Z a .bZ

_______ , . ~ .. __ . ~ ..J



.. KoQ)pmanJr(é; soXv~6 e sfc~ pJrobl<ema 9 q,U<e. fué .d<eceIDlO:irme u.'fdilidadpa'Jra
la Marina o Elprocedimienfco. S~ c\Q)J.ThOce c@n el.nomb.Jr~ de. MétGdo de
Transpo,]riceo PoslceJrio.Jrm.<eIDl~e ,CJha, JrIDle s .y~o.Qp.(f;,Jr -idleELrojIl un mé.todo pa ~
r a le<esQ1ve:Ir ..e s feos tipo s d<e pjf<Q) bl eIDrJla. s, llama. d(Q)' u g e (Q)JrIDHe Ir =ste p s1tone s v v. o

En la actualidad se fciene p1rog.Jfamado<est~ m.~1tod<Q) p.a.-Fa las m ~quinas
electrónicas (pO:Ir ejem& IoBoMG 650); UIDla itceJfaci6n<en ce'st,amáquJ1na
para. UJ1lp1f(Q)hl<ema de 3 x 9 dem@:rea 9) s <eguIDldos t segün el méfc(Q)do de sa=
lrJrollado P<O)Jf P(J)leyo Pero <eS Go Dan1czig (1941) quice1ffi ideó UIDl mélcodo .¿

g,eneJral de Jfes <o>]iuci6n conocido cO.n el IDlcomb1f<8 de Método Simplexo

Método. Simplexe

E ! d o o d '1 1 o "1 o. S un. me'lt~ (» 11ce:JratJj;VO 'ce ca <cu_o que requlC'e;r<e SOlLO opeJraClones
elemeIDl'tales com<Q)son la suma, Jf<esitaS) prrooucto y ceocienite o Consiste
en la rutma op<eJrativa del m.étodo de JOJfdáns para inveJrtiJr' matrices,
más u.n crJJ:lteriode selecciÓn de filas y <column.as o

Posteriormente c(Q)nt:xribuy<eJfon ChaJfn~'S9 COOpe:Ir9 KO«J)pmalm9 Dorfman,
'efcco 9 p~Jff~c<cioIDland(Q) elmélcod(Q) simplex¡ :resolviendo los preoblemas de
degeneracibn y enconfclrando ot,ro s m.~1t(Q)do>'s abreviados de c£lculo; o Como
as,! mismo abriendo un, mmeJ],so camp(('» de aplicacioneso

As.!. se desitacan algulThGs fuTh'('c~JresaIDltes trabaj"Q)s cen la agJriculfcura, re~
fineJrfas~ dicelt~1ci(Ca9 plantas iIDldusitJriale~~ 'ltall<eJr<es dernáquiID.as, iml.sumo=t
productog modelos de desarrollo, efcco

P1roblema dce dislcreibucibIDlo
;r ¡;s-

Uncompl<ejo industrial ti<e1ffi<e LCJr<eS 'plantas produclcora-sy cimtco dec:J
pbsitos 'que tesfcáIDl <encargados de los preobl<eJr1nas de distribuci6ID.o Se C.o~
.nacen los siguientes da:ltos~

(1) MÍnimo requeJfidO) pQ)Jr los depósitos para satisfacel' la
demanda~ bIS) bZ9b38 b49 bso

(2) El nivel de producción máximo de las plantas~

(3) Loscosto.s de t,Jransporite pOJr tonelada de la planta i al
depbsHo jll que se designan por Cijo

Es decir IJ la mform.acibn se puede 1rtesu:mijf en el ~uad1eo aiguien=
te:

11'
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~ DX Dl : D3 D4 DS TO'lcal

PI xJlI x12 ?'~3 xX4 xXS) al
¡

Pz ~21 xzz' xZ3 xl4 xZ!5 al
"p. x31 ,x32 x33 x34 x35 a

3 3

Toícal .bJl bl ',b3 b4 bS

~ DI -"D2 D3 D1l: DS
"Pl (Clili <C12 <C13 <C14 ~Jl5

Pz <C2li <CZ2 <CZ3 cZ41 c25

P3 <C3Jl <C ~l2 ce 33 (;34 :«:35

Desea.mos mfundimiza:Jf los cositas de fí:Jra.IDlSP0:irít~ definidos poJr la fun~
o IJ

<cd!.on~

Min z ,~, <C lli xII + e 12 x lil.+ ce li3 x X3+ <C Jl4 x 14 + e X5 x Jl5

Re sitricciones~'

Las condicionruesQ) limi'itaciomes de que se '(sIDlvfen a los depósilcoS
las canitidade,sJrequce ridas I SO>-IDl~ .

XXl -+ xll + x3)l ~ lb!

xJl2 -+ :%22 + x32 .~ bZ
~

x13 + xZ3 -+ x33 ~ °3

xJl4 + x24 et, x34 .~
b4

xxts + xZ1!5 + x35 ¿, 1brs olo

.:-::-



c-

LaccoJ1lli,d.icibIDld<e que ]las p.1aJI3lit,as 1'ffi<Q)puced~1'ffi<eID->w:iaJr más de lo 'que
p~o1~femrJobj'<eIDl9 :a 10 más pued<eIDltelliwiar l.u idfl"aaJmÁ:%;imia~d<e {il1fO='

duc'(c l(Q)IDl a 1 9a.:2~ a 3 o .

Xli li + x'rz + xq + Jr:l4 + xli5 ~ al

x2 1 + xZ,2 + xZ3 + x24 +- xZ!5 ~ al

'~3 1 + x32 + x33 + x34 + x35 ~
al.3

Y9 .pare ~lfcimo,l,~ eq,ndici6IDl d~ jffi.lQ)lffi~gau;ividad d~ la'svalf:iable~s 1) ~e ..e~p.re.=
,J >,

sea. aSjl.~

XlI # a; xll ~ (Q)~ x13 ~ (Q)~ xX4 ~ @; x15 ~ O'

~2 li ~ o; x22 ~ o; x23 ~ (Q)~ x24 ~ (Q)'~ :g:Z5, ~
Q)

x31 ~
(0); x32 :;y (0); x33 # o; x34 ¿'C»; ~35 // Qj

/",..

Como sce'1?1u~d<e ~bscel'val'~ ce$cel aspcec1c@. lipicc(Qldce un p'Jf(Q)blem.a de
P1f()ygramaci<6>mrLirm'<eal: t\q,IDla f1U1IDlCCib 1Th liID.cealqu<e'-:IDn\i1Dl~miz<E(1f 'y UIDL <CJ'j)~j}\!ID1d"

í.Q) .dedesigualdadces liIDlcea()l~s'?' . . .

Esftce' p',l'o'ble.ma 1ca~biL~1ffi S~ puede plaIDlu;cea,)f'emple:anda las -pJriopiedao
de sdce la s suma1t<01f ia s :

MiIDl z. gg ~ z..
Ji j

L
Ji

Coo

JlJ

XoolJ

__ o

E1ffi~~a ',empJrce~ahayun ícallcere QUc6 diSJp(Q)Jru~ dce 1t1r~S JucegtOY-s dem~'=i
quinas. de difeJtcemtfce s 1fcemldimiceIDl1t~S'9 pa:Jrala- fab'ii.<cá<eiªmr de U1fJlCieJrlco
a.rfdículo> o ElpJroblce':rrna ces c6mo debeeilll. di~1tjfibui)fse las b.1fdcenes d'efcrac=J
ha,jo pa ¿r'a fablriccai)f ~IDl n~lm<eJr(Q) dettce,Jrooi¿mad(Q) de aJri~culiQ)s~ -



Supuesit,os~ ,{li~ Capacidad iIDlsltalada dceccada máqufu:ma.
, (2) DemaIDlda dce (Cada a'JriticuJie> .

(3} ... RendimieIDl1co de eeada máqu)),ID.aJ. POJf aJf'lcículo
.(4). ,CQ)sfco dce p1f@du<cci6Jn d~ccada m~qufunla (Con

Jre s,pee cefc(Q)a \Cada al, Jrlt{ (Culo Q

(!5) PJf<ecio dceveIDllca51 de ]1.(Q)s aIrfc~cul<Q)s
(6) H(Q))fas disp(Q)~fbJlces p01f cequip@ de máquinas

En base a es'ltos supu~sfcos, p(Q)dem())~ c~m:ts'ltJruiJf nu.es'fcrro <cuaQ1fo o
malcrJl.X de cO<efici<eIDlite s ~

lAll
n21

eza

n12
D.22
1132

JOl13
n23

Costo p@r artfcul~
'M

2
M
3

Vi
1 ],

~21 e23

~33

Carga de las pomaquJlnas
},{': M Al
i.l 2 3

Plan de xl! x'l 2 ,x13

x x22 "23
Produ('t@ión

,'21
ti
li

":31 :#:32 x33
Hora,s disponibJl e~ dl d2 d3

~~------- -----._-----------------------------------~-~~ ..__ --...- _.__ ... ~~-------



L~ fU1Q1JCibJThqu<e'ha y q\ill~ marxi~'Jf 8 'ceIDl ce sit!B~as'(Q) 9

t,<OH3 dad(Q)s plQ)Jf"l~ "'f~IDlecibIDl 1LJlm),(eal~

. 'Ma~ ~ El 2: í: ~vo = «::0 o) ~o o
o o ,J1 J1] JlJ
1,~ '

sruje'lea a las "1f ce 's 'WJfi (C «:,],: (Q)ID.ces]j>ID.~ alCé $J ~

{j súú1,'Z B 3)
1",-

Una fáb'Jricea dce pi1Th1tu1ra~ 1tiLceID.ce.~(Q)~ ttipos A y~o Esitas piTffi~.1UlJra,s ,SOIDl fac:3
bricadas e1ffi 1t,1r'<6S' 'plantas 9 <eID., qu~ ecadawmaJ.' pJr«J)du(Ce.d<e~mb.a ..s,~n<ci~,Jtfca~'prOJpo})fe::t

o ! ' "
C:i.lOilllo

(X) Las d~,maID:da~ de A y l3 s,(CJ)j0~d19dl ,,'Jf~,sp(e<cfcivamce}nt,te o

(Z) L(»s pJr<e(Ci(Q)~ 'd<evce,IDl1ta S) ~(Q)fTh ',V] ,s "!i'l $) poxJr .unidad.
(,3) El ceq5J1t(Q)dce lasma1t~Jfia.s pJriJnOJas'<esmlP(Qi1rlcamb~Jf

"f <elllf;a 'Iba j<OJte~ d te ít li piOJl' 1bl<OJm'lb lf te cóh<OJ)fa •
1

P1fQb.lema: Ma~im.iz ~tJf' bce1fficefi<ei,o s,s 1t~ID.icen'd<Q) <en ~uceIDlfca la siguiceillllc,(e'ma, ~
'fc~iz de' msumcoJ~PjtO(Q),du<c tt(Q):

, JO li
«;1
Xl'

I"-l?z
-aZ
li

p,)

3.3
li

b3
<C3

x3'"

Planfc<eami<éIDl1t<D) d~l pr<OYbIce ma ~ Com<a> las dcemássco)IDl limitadas, 's ce
1ti<e1Th<e1Ol la Si s iguiten1c,<es . ,r~ s~riceti(o)IDl~:~ ~

Ma-x ~. ,e!! (b lV'l + (C'li vl = .a,X'~ l = ,tl) ~l

+ (Jb1.vli + «:2,Vz = aZ mll= ítX) Xl

.¡jo (lb) v.li .¡jo «:3 Vz =. <3.) mI = itli) ~)



'.. . ~. . '.

.Q':' U1Thafábrica de aUlcomovilce s y e am i01t1 <es tiene un ta~!eJr o~ganizado en
c.uait-ro de pa rtam en'to s.~

....{l) ,.Esita.mpado de. plaIDlclJlas metálicas
~l) Armadur:!a demOlcQ,reS
(3) Montaje final de.automoviles
{-41/~/MgntaJe final de camione.s.,.

Supuestos: (1) Capacidad ili1stalada de pjfoduccibn.
(2).Elasfc.:[<eidad iID.finifca d.e mafe.erial y mano de obra. o

,Con respeclco a las capacidades se sabe lQ)...s..iguiente~

(1) Se pueden estampar 250000 automoviles 6 350090 camiones
por me s o las corJr'<espondie)Th~ces combirnaciones o

(2) Puede arma:1f p(Q)1f me s 330333 mOlcores de aut<o~o>viles Ó 160667
m01c.ores de camión. o las <corre spondienítescombin.aciones.

Be)Th<eficioneiC(Q: 300 dó~.ares 'por auitomovil
250 d'61alres por camión

Objeitilvo~ maximizar los beneficios netos

Xl =c.:::l

Xz ==

N° de autos pOI' mes de fabricaci6n

N o de cam],one sp0Jr'me s de fabricación

Max z ~ 300 xl +\y250 x2
xl xl

~_-.-:.~ + "="=" ~ 125$000 350000 ~

~ 220500

~ X'So 000
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,'o

métod«» simplexo ConsiderertlOS la siguiente tabla simplificada de< tra,!!

Industri,.8 D~manda' Producción
(1) (2) fina,l Bruta

Ind.ustria (1) xII :1:12 y. x.1 ],

Industria ( 2) x2JL :1:22 Y 1f::2 ~2
Trabajo x x = "OOl 02

bruta xl por lo menQ)s debe ser i'lI.na1 a la s~a de les. instml(Qls de )las inc=

dustriaa más la demanda final~ ea igual forma se razonar' para la segun~

da. filas;> etcó

.AJLgebraieamente escribiremos ~

XII + xJl.2 + Yl
;Jl. -+ ~22 + Y'2

xO]l + ;W¡~O2

~]tamaremos coeficientes té~ni~cs a los siguiente~ pa~metros

80 G

jlJ
%.-0 o

Jl.J

Jito
J



reemplazando los Xo o en las inecuaciones anterioresD teDdremo8~
1J

all xl + 812 xa + Yl " x1

«121 x + 8:122 x2 + Y2 ~
x21

&"101 Xl o{}> 802 :1:2 ~
x'l)

estas inecuaciones son del tipo de la PoLo Faltar' definir la"fuDci6n
¡¡
il

cbjetivo~! que podría ser la d~ minimizar la :f-'unción lineal d.e los costos
11

:!

de mano de obra: para una ei~rta demanda encontrar la producci6n bruta

que minimice la funei&n :

&1 forma análoga a este 'probl~ma.~ se pueden I~esolver multitud de c~sos.

Sea un vendedor viajero So 1a~ posibilidades elim~ticafi de la ciudad a
:1

que va corresponden a los sigbientes:

1
.-

!. N
. . . 1
15stadOS .."de.. la ~Natural~za N2

II
11

~ Hay día de sol o

= LltlVia

Además, al hacer sus visitas de veDtas~ el puede:

al = salir con terno corriente
':

A o :i.'cClone~

Perscnsllles

~ galir con terno corriente y
tCon pal~a,gu.as

~ salir equipado para la lIuce:>
via (zapatillas impermeable$p
etco)o

L

de valo:r(~s que m.iden o relac ipr¡Sltl las incomodidade~ 1) vent?ajas o de~veIDl=
ii
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al. 82 83
'1#,

NJi d 2 4:

N'2 6, 4 ~~

Como persona racional Sp decide basar BU acci6n en el bar6metroo

estado del tiempoo La variable aleatoria ob8e~vada es Xa Supongamos

que diera tres indica~ioneag

buen ti~mp$

mal tiellp«i>

La distribuci60 de prob~bilidades de Xp deperide del' Estado de la N~tura~

El bar6metro ideal marcaríag

:1;:]. x2 :1:3
~~u m

N JL () OJi

N2 O O 1

Per~ este sería u.D. baJfómet,~'(\) ideal y muy ~aro si existierao Supongamos

que el vendedor S tiene que pensar en el costo del bar6metr~v entoneesD

Xl x2
C:lt'lII~~.

N]. 00 65 00 20 00
lW,o

N9 00 10 00 35 0055
g;c



Entoncesp conociendo la indicaci6n del bar6metro (resultado de la ex~

perieneia)p puede cODfeccion~r una lista de posibl~g estrategiaso

JI.: a al1 ],
Q o o

"2 al aJi o o o

x. al ~':123

De estas posibilidades se te~d~~ que elegir algun&o Las teorías de las

decisiones de8arrol18r~ preeedimientos que racionalicen dicha elecei6Do

El ejemplo anterior se puede utilizar~ lo 'nico que es neeesario eupri~

ignorarp la distribnci6n de probabilidades del,.par'metrog en
cuanto a los estados de la eza y las lecturaso Ea decirg el CU8=

x1

ser' desconocido y el vendedor tendr& que estimar experimentalmente di~
chos valoreso El problema

teg ~ bieng el temar una dee
coste del experimento podr~ ser ~elevan=

60 equivocadsp que podr~. ~ostarle la muer=



Planteamiento-~el Problemao

La PoLo se p»eocupa de encontrar el m~ximo'absoluto de una fUDei6n 11

Xo

JL

xo~boJ 1l
ao o],J

1.1

~
j ~1

· Max z ~

Desl sujeta a un námero finito de restricciones linealesp o seaa~
El

~
i ::;1

o bien, en~ontrat el mínimo abs,olut-o~
1'1

80 o Xo ~bolJ J 1

XJl ~ O ~ Q o o 9

~ara peder aplicar el m'~odo Simplex es necesario primera transformar

las inecua~iones en ecuaeiones lineales~ .procll'Jtran.d(fJ) si.empre q.ue los s~

gundos miembros sean positivoso Veremos que 8n generalp esto es siem~

pre posible 9 con la introducción dE; 1-1nc,ierto tip(lJ). de 'va,riables nueva.s .
. ;

llamada~ varia,bles:~,ar.tifi~iales .Y de holgllX;:.,8o ?

Sea por ejemplo el siguiente problema~

Problema l~

<=X], + x2 ~ 2

Xl ~ 3

Xl ~ O ~ x2~O

Primeram,ente se observa qtle lo~ ,segund(O,Is 111iembroSj (24~2~3) son llcsit!

vos en las restriccionesp por le tanto quedar'n intacto8o El paso 8i=

gulente será transformar dichaa inecuaciones en ecuaciones lineale~o



BastarJLa para conseguir eso,v agregfir a cada inecuaei6n UD.a e:ierta ca!!

tidad des~onocida que la transforme en una ecua~ióno As$ tenemos en

la inec.;uaeión~ 4 xl +- 6 Z~~.: ~ 24 p qu~ 4
G

.i

+6X9 es menor o igual que~

24v luego si sum~mos una ~aptidad des~onocida x] a esta inecuaéióngel p~!
mer miembr«lJ se hará igllial a" 249 así g 4x], + 6> x,2ti:.o ;;g 24

0~. 1
Esta variable xi se llama .v~_ri~~ ....!!!.~t!1rJ!~ pues represe,nta laho!

gura que tiene dicha iDecua~i6D para ser igual a 240 ~a meno~ o mayor

llolgura d.e esta variable del1enderá posteriormente de la po-sición del

máximo abs(O)lutco En resUDlen¡> las inecua<eiones se transformarán]. en las

siguientes ecuaciones; en base a la introducei'. de las variables XV 'pa
Ji =

ra la prime~a9 x2 para la segunda y %3 para la ter~era9 o sea~ el sist~

ma de restricciones qued.ará, transformado en (;.1 siguient~e sistema de ecu.!,

eiones~
24

2

x.
Ji

en quep evidentemente conti~uar'n las condiciones de no=negatividad pa~
ra todas las variableso

Di~has condiciones estarán implícitas en los problemas de PoLo y por lo

tantoD presci.n.diremos de ellas en el planteamientop pU.es el método sim=

plex tiene como pre=requisi~o la positividad de las variableso Q~edará

el problema entonces en la forma siguiente:

+

ex
2

x 2

~24



.Es neee~ario destacar f) que ea ~onvenien'te ordenar las' variables £1 en la

forma anterioro Pues así tendremos la columna, ( «) vector ) de los co!., ~

fieientes de la variable Xl;) la columna de los coeficientes de'f2;) la

colttmna de los coeficientes de %19 etco

El problema anterior:'~ si se escribe en otro orden1)no cambia de natura=

lez80 Adem's~ el hecho de haber agregado tres variables de holgura ~n

las restricciones~ obliga a considerar otra faDci6n~ pero en la ,cual e~

tas variables DO tengan ningán peso en el problema de maximizaci6no

Asíges evidente~ que al incluir estas variables con coeficientes ceros

en la funei6n linealv esta no se alterar40 ~ego de Max z = 2x1 + 3x2
pasaremos a estudiar el m'ximo de la funci6n equivalente:

~ 24

3i5 2

+ XU g¡g 33

x2Xl +

Max z ~ 2 xl + 3 x2 + 00x1 * 00 x~ + 00 x~
4 xl. + 6 %2. + XO1

y escrito en otro orden ser'~

:Xl +

x3° + x1

24 ~ oxl
2 ~

3 ES

Max z ~ 00x1 + Oox~ + Oox~ + 2 xl + 3 x~

+- 4 xl + 6 %2

Esta es la forma~ estandard de plantear el problema para iniciar la

itera cióno Se aeostu.wbra a reswnir esta iJrlform,ación e'ft un cua.dro o

matriz de coeficienteso

2

3.

1

1 Ji

2

6

1

O



ti

Estas (~OlUIUnas d.e ~oeficien,teaS) se lla.ma.n ve~t~l11lres y las designaremos

simbó1ieamente p(1Jr la letra P11g Así p habl"á un vect«iJlC' PI p P211 PI P P2P

Pap que corresponderán :r'esp.~ctivamente a la colWlloa de los coeficientes

de las variable8~ %10 x2~ xlv x~v x~o En el cuadro pueden verse los si

guientes vectores columnasg
~

l,i

PI = 4 P2 6 ;19 pu B ], pu O pa O= ], 2 3
=1 1. O 1, O

1 O J O O 1
~.•,.>

Y p' ~ 24t
@

2

3

Nótese que el ~on,jllnt6 de ,re~tíPre's PI íI P29 Fa íI forman una base Q,el es=

pacio de las reatriccionesg pues son linealmente ind~pendientes y pue~

den generar cualquier otro 'vector de dicho espacioo Así PoP Pl~ P2 po=

dr'n expresarse en t'rmino~ de esta baseo

Toda la informa~ión del problema se resu.me eAl el aigllieI.Rte cuadl~@ de

co~ficientesg

o
o
o

2

o O

pu pu
2 3

1

1

2 3

PI P
2

4 6

=1 Jl

], O

Se observ~ que la pri,mera ~ila y ~Ol11ttUla c,orresponden a los eoeficien=

Esta es la tabla de cálcul(Q) del g¡im.plexo-.. La primera etapa 'd-e ~~lcul\O>

se efectúa ag:tregando dos filas más~) tIna qU.e llammnos z o y otJr)a Z o=cj.'i>
J J:

Así ptO>F' ejempl«l>p se tendrá, que l\:ial~ulaIt" los valores zoP z¡ o :¡O;~ll z"3~
z19 z20 Los valores se calculan de la sigui~nte manera:



Zo ~ o o 24 + O o 2 + O o 3 z ~ O
<DJ

Z u ~ () Jl + O :0 + 000 z = O1 o o 1 = ;

Z u O 0"0 +- O 1 + Oó O z (} = O~1 o=:;l lO 2
ZO ~ O o O -+ O o O + O o 1 ZO = O3 3

z Ji = 00 4 + 00 (=~ "8" 00 JL z ], = O

z 2 g 00 €S + 00 ], + 00 O z2 ~ O

o seaD. se mul tipliea la 130 ~olu.mna de eoefi(C{ientes e" (en Gsta etapa
J

inicial son [OliOliQ1 ) por los vect9res columnas Pi 9 P29 P3li Pp' P2ciD!

chos produ.ctos sesul1an y ese es el valor dezo o Los valores z oc:::;) e oí'J ' . . J J'

se obtienen restando el coeficie~n-.t.e c" que figura en la primera filao
,J

Z Q e g ~ O CJ:i::.J O s O1. 1
ZU u O O ~",'O-
2 c2 ~

za ~u ~ O () = O;3

zl ~ 1 ~ O 2 sg =2

z ~2' <= O 3 .:= =3.2

El cálculo de l.a etapa inicial ~ se resume en el siguiente cuadro $) si

milar al ánterior p~ro con dos fi~as más9 una para la Zo; y otra para
J

la Z.."
J

~ 00
J

e r O O 2 :)

pu p u PJt p
2 3 1 2

O pu 24 1 4 61-
O po 2 =JJ. 12
O pu 3 1 ], O
z O O O O O Ó

O O O =2 =3
tliU --~



En esta etapa inicial, con la base Pi, P~, P;, hemos obtenido la pri-

mera soluci6n realizable:

Xl = O x2 :;: O

x9 ;: 24 x' :: 2 x. = 31 2 3

Obsér~e'se en e 1 cuadro, que,. la segunda eo lumna de los P! y la de los
1.

P 980ft los valores de este",' primer programa realizableo Precísamenteo

son los valores que figuran al lado del veetorP! asociado con la va-
l.

riable xi" Para. esta base: [PI' P2, Pa]. , los valores que conducen

al programa inicial realii~bleg son los que indica dieha base~ es de~

cir~ Para Pi tendremos xi;;:: 241) para P2 se tiene x2 == 2 y- para P3D
~~ = 3. Los vectores PI' ~2 no figuran en la baseg y por lo tantoglas

variables asociadas con ellos K¡D x2P deber'n ser cereo

La función z por maximizar era:

z - O" x'l + O" x2 + O. x¡ + 2" xl + 3 x2 o sea, eL valor
de z para estos valores de las variables, es:

z = O
Este es el piimer programa~realizable9 pues la soluci6n es consistente

~,
con las restriccion~so Na~uralmentep que este no es,el máximo y vere-

mos que podemos mejorar esta soluei6n b'sica o programa inicialo Este
/

nuevo programa conducirá a un valor mayor en zo A continuación inse£

tamos la primera etapa del ~Simplex:

;:
~~~~~ --.:..,....--,-- !J
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Primera Etapa del Simpl~

Co ~ X O O O 2 3J

~ X p pu po pu p p
o 1 2 .3 11. 2

O po 24 1 4 61
O P' 2 1 =JL 1?

O po 3 1 1 Oj ~

Zo O O O O : O OJ

Zj 4::>Cj ex O O O 4CJ2 caoS

O P' . 12 1 -=6 O 10 O1
3 P2 2 O 1 O 'QQl 1
O p~ 3 O O 1 1 O
z. 6 O 3 O -=3 3J

X ~
Z e~ ce <> O 3 O c=5 OJ J

Es decir~ hemos pasado a un programa realizable de:

Xl c:;:) O %2 c;.:g 2c=l c:lI:l

'0 12 x t O XV 3"1 = 2 ~
3 :=

lo qU.e da para z un valor deg

z g 6

Se ha mejorado el program8p pues en la etapa inicial era z
1108 abora z ~ 6"

f;ij O Y tene-

Se observa en el euadrop que est~ mejora se ha conseguido introduciendo

en la base inicial ~ill P2P p[] otro vector P2,que pasa a reemplazar

al vector P2'() O sea,hemos seleccionado una columna del cuadro que ha

ido a sustituir una filao El criterio que se hS seguido consiste
en introducir aquel vector ql.l6 aporte más ~ en esta etapa!? a la búsque~

da del máximoo Nótese que se eligió el valor Zo ~ Co más negativov en
J J

este caso es =30



Se encontr6 la fila po analizando los cocientes entre los componentes2

del vector Po y los correspondientes del vector P2c Se comparan los

cocientes~

Se selecciona el valor 2 que'proviepe de 2:19 o sea, el cociente mínimo

o menor de los treso Este criterio seleccionAr' al vector que sale '4!
la baseo Con esto~ estam~s en condiciories de calcular el cuadro de la

primera etapa del simplex~ La t~cnica de c'lculo o m'todo iterativo9
será el proeedi,miento, de Jordallf) para invertirmatr.ices.,. Daremos un

resumen del método (le cálculo ycri terios empleados.

Método SimpJex,o

(1) En la etapa inicial se calcula la fila de los valores z o •••• e o 'S)J J
se inspeccionan dichos valoreso Cualquier cifra negativa en

dicha fila identifica al~'vector columna candi.dato a entrar ,en

la baseo," El valor en z ahora será igual o mayor" (:En el eje]!

plo se seleccipnó a P2)o

(2) Se inspecciona la colmnna seleccionada y CO~ las cifras posi

tivas se efect'~n los cocientes entre los componentes del

"vector P 11) y los correspondie,ntes del~ vector columna seleeei.2s

nadoo

Se escoge el menDr de ellos9'que determinar~ la fila que S8-

le (En este ea¡¡;oes P2).. Si se produce algún empate, se pr.2, @

cede a.tomar la colWllna Pi9 vecino a Po' y se efectúan los

cocientes: 'se escoger~ el menoro Si se repite el empate se

pasa a p~ y as~ sucesivamente hasta romper la igualdado (Es~
¡¡;¡.,

te problema del empate se conoce en la teoría de la PoLo con

el nombre "Casó de Degeneraci6n", resuelto por Charnes)e



\
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Cálculo de los nuevos coeficie~teso

El proceso iterativo del cálculo de los nuevos coeficientesS) como se di
joo es similar al método de Jordanc Del cuadro de la primera etapa del
Simplex copiaremos sólo la columna P2 que entra en la base; la fila P2
que sale de la base9 como también la nueva fila P9 con sus coeficientes

w

calculadoso
:lt't_

3
p

'- -.;;L, /' ,--,

6
O ~

po 2 O 1 O -=1 12

! O

..--~--'- "'>P"~.,_,,,.,,,~.,,_ ~~. ______ T ___ , ___ .•••••••••. -..IIl •..,....._ :or .•••••

3 p 2 O 1 O =1 1"2 -~...,...-,.~.~..,.,.........~..•

-
- "-

Definición~ Llamaremos pivote al elemento que se encuentra en la in~
tersecci6n de la columna P2 Y la fila P2P o sea al número 1 en este e=
jellploo

Llamaremos semi=pivotes a los elementos restantes de la columna ~-o
sea el nWnero 6 y el 00

Regla (1) g Los coefici.entes de la fila de la va,riable que entra en la

nueva base (o etapa siguiente) se obtuvieron dividiendo 1,os elementos
de la fila del pivote por el pivoteo En el cuadro anterior son:

Elementos de la
fila de~ __~iv~~_te

2

O

1

O

-=1

1

•••

dividido Pivote Da
por

1 =
1 ~

1

1 =

1 <:::::>

1 ~

Nuevos elementos
de h etapa siguiente

2

O

1

O

..",1

1
l'

Nota: La flecha hacia abajo sefiala los coeficientes que salen y
la flecha hacia arriba seflLla los coeficientes que entrano
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Para el cálculo de los coeficientes restantesS) será conveniente repr.,2,

ducir sólo del cuadro lo que interesa desta~ar~ así copiaremos la co~

lumna P2 del pivote y la nueva fila de coeficientes del P2 que entró

en la baseo Calcularemos sólo los coeficientes de la primera fila de

la etapa siguiente~ o sea Pis> a modo de ilustraci6n~
•..

3
'" o- ..

l'- lO

2

O po 24 1 O O 4 ~ 61
~

I 1

O
j

~ --O pG 12 1 =6 O 10 O1
3 P9 2 O 1 O =1 1

:

-....

~~ •. ~~~~"')::,'':=''~=:':~~~~~',"CW'- ~~.v.~,- ~.p-:"'..:... ':.~~'~..,-...~~~-:z.""-:~~~'~~.'~"'~,~~"'7--."" .--~~':"~

Regla (2)~ Un coeficiente cualquiera~ que no pertenezca a la fila

que entra~ se obtiene restando del coeficiente homólogo

de la etapa anterior el producto del semi~pivote de la

fila en que está el elemento por el coeficiente nuevo
(calculado por la regla 1) que se encuentra en la col~
na del elemento homólogoo

Así en el cuadro anteriorp los c~lculos correspondien~e8 a la primera

fila de la nueva etapa serán los 8iguientes~

~.



Elemento h(pmi
lago de la fi MENOS
la P30

Etapa Inicial

Semipivote
corres.p@B= POR
di.ente a la
columna P')~

Etapa Ini~ial

( .Coeficiente
recien cale,!!
ládo :de la
fila P2Q

Prim~ra .Ditapa

9Nuevo eoe
DA ficiente

de 'la fila ¡¡-

Pio
~Primera Etapa

24

1

O

O

4

.6

6

6

6

6

6

6

o 2 <=> 12
O ~ 1

1 8 =6

O ~ O

=1 gg 10
], ~ O

En igual. forma se calcu.larán los coeficientes de la fila Pao
Elemento hom.2,
logo.de la fi
la P30
.Etapa Inicial

Semipivote
MENOS correspon~ POR

diente a la
.~olumna. p()

w

Etapa Ini~iall

Coeficiente
reciéncalc.!!,
lados de la
fi~a P20

Prilnera Etapa

Nuevo coefi
DA ciente de la

fila Pao
Primera Etapa

3

O

O

1.

1

O

o
O

O

O

O

O

o

o

o

o

2. ~ 3

O ~ O

1 g O

.0 g;; ].

=1 g 1

Ji c= O

y
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ETAPAS DEL SIMPLEX

"~

e
,~ l>< Q o o 2 3"

j ".",,-,",-,

~ X p pu P2 pu PI P
o 1 3 2

o pu 24 1 :,0 o 4 61
1

,;1 o =1 1 No pn 2 o 12
e

o pu 3 o o 1 1 o 13
A

o o ,:0 o o o LZj o

Zj = cj "X () o O' =2 =3

o pn 12 1 =6 o 10 o1
p

3 P2 2 o ::1 o =1 1 R
1
M

o p~ 3 o o ], 1 o E3
~R

.'

Az j 6 o 3 o ~3 3

Zj = e j X. O '3 O =5 O

Al completar ~8ta primera eta~ap se vuelve a iniciar la inspecci6no Existe

algún zJc = ~o < 01 La columna PI tiene Zo= Ce ~-5p lo que quiere deeir~ queJ J J

no se ha Hegado a un máximo y que será p'~e~iso introducir el vector PI en

la baseo Introducir este vecior es'a c~sta del sacrificio de otro que sale~

para encontrar el 4ue sale se ~recurre al criterio del ~ínimo de los eocien=

tes entre los coeficientes de ,las colUBlnas Po y PI de esta etapa~ !! el 1{)2 ;;
10

a _~;; se descarta el cociente! por ser negativoo Por lo tantoll la fila PIT <= "=1
saldráo El cál~u.lo de los nuevos coeficientes 80 o se efectúan en la l'aislt"a

JlJ

forma que lo descrito en la étapa anterioro
El resumen de ambas etapas es el siguiente~

'l

l. ~,~ __ ---=- __ ~_~~_~, . . _
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CUADRO DEL SIMPLEX
c. ~ X O O O 2 3J

~ X p pu pu 1pu Pl P,o 1 2 3 N
O pu 24 1 O O 4 6 11

O po 2 O ], O =Jl 1 e
2

o pv 3 o Io 1 ]l o3 A

Zj o o o o o o L

z o <= ~,j X o o o =2 =3J

o po 12 1 =6 o 10 o P1
R

3 P2 2 o 1 o c=l 1
1

o po 3 o o 1 1 o }'l
3

E'

Zj 6 o :3 o =3 3 R

X o ::1 o =5 o Az. = cjJ

2 PI 6/5 1/10 3 "e:. o ], o s= 1°

3 P2 16/5 1/10 2~/5 o o 1
E

.'

G

o po 9v/5 a=l/lO 3/5 Jl. o o U3

12 5/10 o o 2 3 N
Zj

D
Zj = ~j [X 1/2 o o o o A

Hemos obtenido otro programa realizable~

la primera da~ z g 20 xl + 30 %2 + 00 x3
~ 206/'5 + 3016/5

z ~ 60/5 = ],2

,
•



Nótese cine los va.lores de las variables se enr;llentra1l'l en la segu.nda etc!!

pa en la columna P y q¡le ,el valor- de la fUK!@ióll1 para estos valores se
(1)

encuentran en el z oo

Podemos observar en la fil ..3 Zj=t1::j que lt'l~ ~olumnas que tienen Zj = ~j :;;O
1:

8GB: P~9 p~v P19 P2 Y les vectores F1D P2V p~ est~D en la soluci6nc
Necesitamos analizar si la columna p~ puede dar otra solución mayoroLU!:,

': w

g@~'en este ejemplo v aún c~ando no existen valores negativos í> es conve=

niente entrar el vector p~ en lugar del p~ y realizar otra etapa m£soEn

este ejemplo demostraremoap que generalmente esto DO ocurre~ pues es un

caso en que existe más de ,:u.nmáximoo De todas formas ~ el valor ericontr~

do z = 12 para los valores de xl ~ 6/5. %2 • 16/5. Y x~ = 9/5 correspon=
den a un máximoo Se reconoce esto~ por el he~ho de que no hay Zo=Co ~Oo

~ J J

El problema termina aquí i: sol@ corresponde analizar la presencia de P2
en la baseo

o O 2
pe pu p T1)

2 O O
E

Jl 1 O n
:3 1/

7
6 O =2/3 O 1 e

o =1 6 1l 5 3 o o E

1//2 o o 2 3 R
A

z 1/2 o o o o

Se desprende que también 810n soluciones los valores g

X as 31 "2 <= 2
x2 ~ 3 l!ax z ~ 12

Habiendo m&s de UDa soluci6Dg existir&n infinitas solucionesp en que

los valores encontrados ser~n las soluciones principales o extreceso
CU.alquier ot.ra. solu.ci6n se, p(!)d~)á ~1O¡!O\struir como combinación lineal (C;O~

de las restrieeioneso
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\

\en. que

' ....r

\

~ara Olleu.lar otra solución será 1nlecesario aplie;ar -la fórmula (1) tanto

p~ra las abscisas como para las ordenadas de xA y ~o
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Problema 20 Max z gg 3 xl + 2 :1;:2

2 xl + 3 x:2
~ Jl2

~'

x', +- %2 / 3Ji ~

Este problema es muy sim.ilar al anteriorv per@ como veremos más adela!!.

Procediendo como en el ~tr~ preblemap intr~duciremos ¡as variables de

holgura xlD ~~o x~ ,:

Max Z:ffi :3 xl -+ 2 x2 + 00 xl + 00 x2 '+ 00 %'3

X~l + +

t

= 12

2

Xl'~O~ x2~ O; Xl? o; :1:2 ? o~ xU3~O

De este sistema pasamos a otro eqaivalenteD en el que sey suprimirán las

desigualdades de no negatividad de las variablesD simplemente por como~

12 ~ x~ + 2 xl + 3 x21

2 {} xl ... x2~ %2
3 ~ XU +- x3 1

Con este sistema pasamos al cuadro de coeficienteso
p po pu Pa PI P2@ Jl 2

12 1 I!
() () 2 3

2 O 1 () =1 1
3 O () 1 1 O

" '

'v



-que representa la matriz. de restricciones de la funeieSn lineal Z'o-. Para

incluir los coeficientes de dicha función1>' se ag:r'ega una fila encima del

cuadro.~

o O O 3 2

P P Q po IJU P P
o 2 3 1 2_

12 1 O O 2 3

2 .,0 ]. O =1 1

3 O O 1 1 O

El pr@grama inicial realizable es~

como teada variable de estas está as@ciada teOD los vectores PiSl Páj}'3
respectivame,nte:g es ne~esario desta,~ar en el cU8,a.ro que dichos valores

correspondientes a la base inicial 'iD P~o'; ~
.Se incluye esto ~gregand(» una nueva colwnna vecina a la de la Po 9 esta

Pi
P2
pu
3

Por raz.ones del cálculo de los Z9 se anexan a esta column.a~ los coefic=

cientes Co de las variablese relacionadas con los vectores p~o
J J

que el cuadro quedará en su etapa i:!licial ti en la fOI)mag

o sea

- ?

o 3 2
po

1 P23

O 'po 12 1 () O 2 3:1
o. pu 2 O ]. O =1 12
O pu 3 O O 1 1 O3

z '0 O O O O O

O O O =3 G:)a
l.'
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El cálculo de los Zo~ se efectúa sumando los productos de los elementos
J

de la primera columna de los CQ por los elementos homólogos de las col~
J

nas {POll P1ll P211 P39 Pp p2} o

El cálculo Z-oC;;=C o ~ se obtiene restando a dichos vectores los coeficientes
J J

respectivos de la colwnna j que figuran en el encabezarnientoo El critea;:)

rio del m's negativo zj-ejll indica que el vector PI debe entrar en la

nue,ya base o primer programa realizableo Entra el vector PI pero sale

el vector P3u~ en base al criterio del mínimo positivo de los coeficieD~
l

tes entre los coeficientes homólogos de Po y P10 El c~lculo de los nue~

vos coeficientes de la primera etapa se realizan de acu.erdo a las reglas

explicadas anteriormenteo La primera etapa y la inicial song

e ---..[X O O O 3 2
J

~ [X p po po po PI P2o 1 2 3

O pu 12 1 O O 2 31

O po 2 O 1 O =1 12

O po 3 O O 1 1 O::\

Z o O O O O O OJ

Zj <:;;::> ~ X O O O =3 cg2
i

O po 6 1 O =2 O 31
O pu 5 0- 1 1 O 12

3. Pf 3 O O 1 1 ()

z.o 9 O O 3 3 OJ

Z.o c::::::I Cr> [X O O 3 O =2J J
--"-

I

N

1_.

e
1

A

L

P
R
I
14
E
R
A

Se observ80 que a primer programa realizabl, es el siguienteg
Xl :; 39 %2 c:::> O

xI = 6~ x o = 5 ~ XO ~ Oc= 2. 3

Nótese que los valores que figuran en la columna P corresponden a los deo
las variables aso~iadas a los vectores P1ll P29 PI de la baseo y que toda
otra variable que no figure en la base es cer~o



La fila z c=~ ~ BOS indica q. U6 es.' P..osiblemeJo oraxo la solución anterióro
J J. "

Se e~~sigue esto introduciendo el vector P2 ~n la base a costa de la

salida de P'lo
En resumen esta segu.nda etapa es la. siguienteg,

SEGUNDA, ETAPA

2 P 2 1/3 O =2/~J O 1
2

O pu 3 =1,/3 1 2/3 O O
2

3 PI 3 O O 1 1 ()

z" 13 2/3 O 5/3 3 2
J

Z'" = e " IX 2/3 O 5/3 O O
J J

La ausencia de cifras negativas en las diferencias Zo=Co nos indica queJ J

hemos llegado al máximoo Dicho m£~imo es 'z ~ 13~

El segundo programa realizable o programa óptimo esg

:;g'i = 3=

,,0 = O1 =

Max z, ~ 13

La presen~ia de tres ceros en las diferencia,s Z o = e" que figuran en el
J J

cuadro en las columnas de los ve<etores que consti :tuyen la base {..p.:..pP9 :~ ?, ,.2 ..2

Pi} p nos demuestra que este máximo es únieGo Recuérdese que en el

pr()blemaante~ior existía UD c\1.er't,o~ero ~ que era indici\V> de que había

En resu.m:en las dos etapas d.el simplexson las siguientes g
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e -+ LX O O O 3 2J

J X p pv pn pu PI P2o 1. 2 3
:;,.. •....,...~ .. ":'

O pu 12 1 O O 2 3, 1

O pu 2 O 1 O =1 12

O P' 3 O O 1 ]. O~
i

O O O O O Oz ..
J

z ~ c:::. e j [>( O O O a=3 =2J

O pu 6 1 O =2 O 31
O pu 5 O 1 1 O 12

3 PI 3 O O 1 1 O
z o 9 O O 3 3 OJ

z. c::;::I e j X O O 3 O am2J

2 P2 2 1/3 O =2/3 O 1

O po 3 <==1/3 1 2/3 O O2

3 PI 3 O O 1 1 O

z, 13 2/3 O 5/3 3 2
-

[>( 2/3 5/3z (> = e j O O OJ ..

Maz z ~ 13 xl <= 3 x2 ~ 2-
xº ~ 3a..

1
N
1
e
1
A
L

P
R
I
!{
E
R
A

S
E
G
U
N
A

Est1e problem-a se presta muy bien para analizazo las etapas del sim Q:)



!!lución ~gráfieao

El problema estudiado es eJ siguienteg

Maz z ~ 3 xl + 2 x2
2 xl + 3 %2 ~ 12

= x + x-2 <. 21

xl < 3

xl ~ 09"2 ~ O

Haremos un gráfico cartesiano de ejes xl X2 y representaremos sobre

el plano las restricciones o desigualdades del preblemac

xl~ 3

En el gráfico se han representado primeramente las desigualdades m's

~encillas~

Para represent~.r las .;}tras inecua~ionesp es necesario t/ransformarlas~ en

ecuaciones y calcular dos puntos para cada rec~~_ ..y luego tlnirloso

2 xl + 3 :1:2 ~ 12 2 x"¡ + 3 x2 ce:> 12
=

Si xl ~ O venton\Ces 200 1 + 30 x2 = 12 Y x:2 m 4

Si X2 ~ OS)entllonces 20 Xl + .~l.()O ~ 12 Y Xl ~ 6

Lés dos puntes de la recta tienen las siguientes coordenadasg



"".- -
;!'\ -

hacia arri ha de'

-tos no veri:Úcan:ladesigualdad y otra hacia abajo que representan

bastarÁ reem.plazar las eGo£,

sati'sfaeen la

=%1 + :1:'2 ~ 2

=%1 + '%2' ::t 2

x- = 2, 2 <::O

5

? :



.Los puntos son ahora
12 5

~41~
'3 (092~j)'4 (395),,:
--- ---\,/ "

1

•,
•t
1,,
3

Para ~determiD.ar el área que defi.ne dicha ineeuaeión~ bastará reempl~azar

las coordenadas del origen:

=0 + O~ 2

()

o o o~ 2 correcto

.,<~uegoD hay que considerar la zona en que se encuen.tra el origeno Se exc=

eluye la otra zona que no contiene al origeno

En resumen todas las restricciones quedarán representadas en el siguiene=
x2

te cuadro único~
5

o

/
/

/.,
/

/

" e // i

".í" :."-'B~
"- "- "- ..•.••...

..•.••...
""-

"
La solución del máxime se encontrará. en alguno de los vértices de la fie:»

gura anterior OABCDo

.,Las etapas del simplex se .pueden se'guill)". claramente en estegráffcoo Así

por ejel1plo.D en la etapa inicial e programa básico inicial se tiene.~

x c=. O1 ~

Nos encontramos en el gráfico cuyas coordenada~ son (O~O)o Este pro~

grama inicial ..rea.lizable fué a costa de no producir nada de xl~ %2 y de

jar toda la holgura m4xima posible9 es decir:



La primera etapa del simplex nos dió los siguientes valores~

Xl= ~ ; x2 = O Y ~ = 9
Se observa en. el gráfico que este program.a realizable9 equivale a en'='

contrarse en el v'rtiee A.del gr6ficoo

En la segunda e~apa del simple~ se llegó a los valores~

Xl 6 3

es deeir{) se está en el vértice B de la figurao En el ejemploó se i!lag

fiere que este es el miximo absoluto y se lleg& a 'lo seg'n el gráfico~

siguiendo la ruta del peliedro OoA.oBo No se puede captar que este es

el máximos;> pues sería necesario dibujar la función Z9 que se dese~ maxi

mizaro pero para ellos tendr{a~os que colocar un tercer eje perpendicu~

lar a los d~s xl <= :1:'2" ;Pero puede salvarse es~a dificultar dibu.jaIid.o

las trazas de la función z a diferentes cotas de zo Es convenIente ad£_

más imaginarse que estas trazas serán las aristas de los peldaños de e~
se planoo

Tabulando la funci6n z = 3 xl ~2 x20 para dife~entes cotas en z ten=
drel1()s~

z = O xl a:::;:) O x'2 ~ O=-

z !@l 1 X:i ~ O x2 ~ 1/2 9 x:' ~ l/a %2 ~ ()
1

z :: 2 xl gg () :1::' ~ 1 Xl ~ 2/3 "2 ~ o2

z, ~. 6 xl = o x,' 3 ~ ?'l c;:;> 2 x2 ~ o'2 CI;:) <=l

Z = 13 Xi ~ o :1:2 ~ 13/2 Q x' ~ 3 "2 o
,~ 1 =:>



Final.enteS) en .el siguiente gráfico incluiremos i;,oti@ el'análisis.

,

2

o --~!it' 3

B,
\,

6

Problema. le . El gráfico del problema 1 es el siguiente g

x2

XA

~
2

"-
r

"-
"- "-"f>

"
"2 4

que corresponde. al siguiente problema a'nalítieo:
6

lfax z ~ 2 xl + 3 x-
2

4 xl + 6 x2 ~ 24

x1

"2 ~ 2

~ 3

En el gráficoD las flec~as indican las etapas "del simplex y los puntos

Xl.\. Y "B las soluciones extremas de los. óptimoso E~ trazo xA = ~ con=

tiene t,odos los puntos óptimos de la funei61rAc Cualquier punto del trA
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Formulación d"e problem.as económicos a través de

pr@JQtamació~ l!~_al

, de' l.!.olo La soluci6n matematica de los problemas e programac10n _

neal es relativamente sencilla si el problema práciico se plantea

en la fo~a estandarizadao La mayor dificultad consiste en'formu-

lar problemas económicos de una manera adecuadao El problemá de

planteamiento constituye el objeto del presente capítuloso

Una de las dificultades más importantes consiste en la gran ve!

riedad de formulaciones alternativaso A cada formulación correspo~

de una interpretación económica diferenteo Vamos a tratar una di~

cusi6n sistemática de las alternativas de formulación de las interem.

pretaciones correspondienteso El instrumento más importante de es~

ta discusi6n es la "notaci6n de cua~ro"~ introducida ya en el capí~

tulo anterior y la consideración simultánea del problema directo y

el dualo

20 Comenzaremos anali~ando una empresa productora que compra

factores primarios (mano de obra~ ener~íap materias primos) a pre~

cios fijosp de mercado yvende sus productos tambi'n~a precios fi-

josp de mercadoo Dejaremos fuera de consideraci6np por ahora~ los

problemas referentes a productos ~':lterme.<i.iarios y de localizaci6ng

tanto como los de acumulación y ~lmacenamientoo Vamos a suponer

que la empresa de una manera continua y que los varios flujos de

compras~ ventas y producción son invariables a través 'del tiempoo
,

Desde el punto de vista económicop es éste un modelo de equilibrio
y no de crecimiento o De fluctuacióno

Supongamos que una empresa tiene varios procesos alternativos
de produccióno En el Modelo l¡ se presentan dos procesos producti
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vos correspondientes a las dos primeras columnas dentro del cuadroc

Cada proceso tiene sus insumos de factores (o materias primas) r!o

presentados por los coeficientes Ap y varios productos representa=

dos por los coeficientes!fo Todos los coeficientes de insumos y

de productos se refieren a una escala unitar!a del procesoo Esta

escala es una variable (x)o Si la escala se cambiap todos los in~

sumos y productos cambian en proporci6n con la escalao Las canti-

dades de insumas o de productos relacionados con cualquier escala

de producci6n xl 6 x2P se obti~nen ~ltiplicando los coeficientes

A y k por las escalas deseadaso

Además de los procesos productivos~ existen actividades de

compra de factores y de venta de productoso Por ejemplop la ter=

cera columna representa la compra del primer factoro Vamos a ado..e,

tar el cri ter"io de que todo 10 que $.,~saparec!, dentro de la empresa

será ~osi~ivo~ y todo lo que aparece dentro de la empresa será ne-

gativoo Por estop la unidad del primer factor que aparece dentro

de la empresa como resultado de la compra (a una escala unitaria)

será negativao Por la misma razónp las actividades (columnas) de

ventas de productos se presentan con un coeficiente de (+1) en la

línea correspondiente a ese productoo Observese que los coeficie~

tes de las actividades de producció~ siguen el mismo criterioo

Las escalas unitarias de todas las actividades son completa=

mente arbi trariaso Lo único que se requiere es. que los eoeficie!

tes (y los precios que se discutir~n abajo) sean consistentes en-

tre sic Un cambio en la escala unitaria de una actividad produce
simplement~e un cambio compensatorio del valor numérico de la sol!!,
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e'ión de esta actividadp sin i_plicar C81Ubio alguno en el signific!,
:!~< ¡

do económico del resul ta,do:!o 1~,.

Ademas de los coefici'~nt,es de insumos y de productos p las ac-

tividad.es también tienen ~ree1os asociados,. que aparecen a los pies

de las columnas 9 consti tuy!:end;o el margen i~ferior del ~uadroo Los

precios se refieren a las ,~sc:alas numéricas uni tariaso Los precios
j

l
I

de compras son negativosv ::108! p-__recios de ventas son positivoso Los
!~ '

!I

precios asociados con las :actividades productivas son ceros:> pero P..2

dl'ían ser dltivos en caso ,que; no todos los. gastos asociados con la
1

produ~ción fueran tomados 'en cuenta en forma de insumos de factoreso
!

Por ejemplo, un impue$to p~oppreioDal sobr, la producci6n podría
t -
I

aparecer como un costo de :~st:a naturalezBo En cambio S) un 'subsidio
I

o 1 -b- 1- d~ '" ~ d ti - <>proporc1ona so re a pro '-:p.cc:lon po --rl.R aparecer como un prec10 po

sitivo al pie de la columna d'~ una actividad de produccióno

La función que se max'imiza. se obtiene en forma conveneionalg

mul tiplicando las varia,ble~ d~rectas' (escalas) por los precios~ E.!

ta funci6n representa la u~ilidad neta de la empresa compuesta de
': j

ingresos sobre ventas de pro~~ctos~ menos gastos sobre compras de
factoreso

Las 1imi taciones las fortnan las balanza,s de. factores y de pr.2,
1
I

Las ba.-la.nzas d,e rh.ctbres corresponden al sig\liente molde~
I
I
1

L

anx1+a12x2 =-"3 ~ O

(insu.mos en producción)=(compras) ~O,

(2)
(pxoim'e r fac to r ) o
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Estas balanzas significan que las compras de factores tienen

que ser al menos ~guales a los insumos de la producción" Est.as be!

lanzas' permi ten UD exceso de compras o implic'a'Dd~ un desperdicio de

factores (no hay posibilidad d~ almaeenamiento)o Naturalmentep en

un programa de operaci6n 6ptima~ tales desperdicios no van a OC~

rrirll a menos que el precio de mercado del factor greea ceroo E!!

tonces~ se:r:íajusto escribir estas~balanzas en forma de igualdades

exactaso Sin embargop por el momento es más conveniente dejar las
relaciones en forma. de desigualda,des puesto queg

(a) los desperdicios de factores son completamente posibles
"

desde el punto de ~ista t'cnie~~ y se eliminan solamente en base a
-'eo~sideraciones econ6micaso . Pero tales consideraciones pertenecan

1., o . 1 <>,. 1 bl d <> '0. . o ,og1camente a la reso UC10n de; .pro emae max1m1zac1on$ no a su

planteamientoo

(b) el uso de igualdades exactas es equiva.lente a la amplia-==
ci6n del modelo por la inclusi6n dé desigualdad~s adicionales con

signos contrarios?

Esto es inne~esarioSl por<lue las balanzas en su forma de des!

gualdades implic'an de por sí que los desperdicios no puede.~ prod,!!

cirse si los precios d.e mercado correspondientes son. mayores de c.!

roo Si lasba.lanzas figuran en forma de desigualdades~ la simetría

del modelo es m's transparente y la interpretaei6n erion6mieap

fácilo

.,mas

Las balanzas de productos corresponde. al siguiente molde:

=kllXJl=kl'2X2~'X5 ~O
=(bienes producidos ){~(ventas) ~O

....•...



Estas balanzas significan que las ventas de productos ~o pue-

den exceder a la producciónS) si bien pudieran ser menores que ella~

desperdici~ndose la diferenciao Por razones similares a las arri~

ba mencionadas~ tales desperdicios no van a ocurrir en un programa

óptimoo Las mismas consideraciones son aplicables con respecto a

la representación de estas balanzas por desigualdades más bien que

por igualdadeso

30 Un análisis del Modelo 1 revela que éste no tiene solucióno

Si existen procesos productivos que conducen a utilidades positivas

(veáse cuadro B del Modelo 1) no existe impedimento alguno para una

expansi6n indefinida de la empresa en busca de utilidades m'ximaso
Esta expansi6n puede realizarse sin violar las balanzas de los fa£.

tores o de los productoso Por ejemplo~ en el cuadro e del Modelo ~

fijamos las escalas de los procesos productivos a 10 unidades cada

un80 Dentro de las primeras dos columnas del cuadro~ presentamos

los productos individuales de lps var~ables de la escala por los

coeficientes del cuadroB (a11%10 aI2%20 a21x1o 822%2° =k11xlo
=k12x2o =k21x1o =k22x2)o Ademásg fijamos las escalas de las acti-

vidades de compra de factores y de venta de productos de tal mane-

ra que resulten en forma de igualdades exactas en las balanzaso En

tonces~ las restricciones están satisfechas por el conjunto de las

escalas xlooo~ %60

En el margen inferior~ presentamos los productos (matemáticos)

individuales de las variables de escala por los precios (Ox19 OX29
==C3%3SJ =C4x4£> C5xS£> C6"a)o El valo.r de la fun.ci6n z es igual a la

suma algebraica de los componentes del margen inferior del cuadrtl'b
Co Esta suma es de 1707000
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Se puede o'bservar qU.e no hay ningún inconveniente ,para, una e.!.

pansión de todas las actividades (produccionesS) ventaso compras)por

un factor de 100 Tal expansi6n no afecta las balanzas de factores

yde productos y produce un aumento de 10 veces de las utilidades

netas de la empres80 Se puede igualmente realizar una 'O ,expansJlon

por un factor de 100 v 1000 S) 100000 ~ etc o a.d iJlfini tty}!o ~l proble=

ma de maximizaci6n no tiene soluei6no

PROBLEMAo Demuestre que el P!'oblema dual correspondiente al

cuadro B ea inconsistentéo

40 El problema del Model«» Ino tiene solucióIl debido a que

no presenta impedimen:tos para una expansión indefinida de la empr!,

sao Incluyendo restricciones a.propiadas a ,esta expan~ió~.? resu~ta

que existe una solueióno

En el Modelo 2p se presentan limitaciones m6ximas sobre las

escalas de todas las actividades de producci6n9 de compra y de ven

tao Para que el problema tenga una solución no se necesitan todas

estas limi taeiones,o Por ejemlll0 p las limitaciones sobre les dos

procesos productivos son suficientes .para impedir una ~xpansi6n iA
definidso Limitaciones solalnente sobre las com.prasde factores o

sbla~ente sobre las ventas de p~óa~~t~s.son igualmente suficienteso

La inclusión de 11mi taciones múltiples tie'ne como consecuencia que

no todas las limitaciones resulten efectivas en la soluci6no

sobre escalas de las.varias actividadeso Por ejemplop una limita~

ci6n posible podría ser la siguienteg



Una limitación de este tipo sobre las ventas de productos puede r!,

sultar cuando éstos son substituidos recíprocos dentro del consumo

(como ser~ cob~e y aluminio) o: Otras limitaciones conjuntas pueden

aparecer por una serie de ~a~oDeso

PROBLE~lAo Dé algunos otros ejemplos de limi taciones máximas

conjuntas sobre las escalas de varias actividadeso

50 La interprataci6n de las variables duales del Modelo 2 ti£

ne mucha importancia económicao Las variables duales correspondie]!

tes a las balanzas se rev~lan como valores internos de contabilidad

de los factores o de los productos dentro de una empresap mient~as

que las variables duales correspondientes a las limitaciones m'xi=

mas sobre las escal.as. de las actividades se reve lan como "rentas

internas" de contabilidado

Esta terminnlogía de :nr~ntasU es una generalizaci6n del con~
, j ~ , ••

cepto clásico de rent~.p ~n ~a teoría econ6micao Una renta9 en es=

ta teoríap es el precio de: un factor cuya oferta es completamente

inelásticao Se ptllede con~iderar que oportunidades 11mitadas de pr.2,

ducir S) de compra~ o de vende~ representen !tractores ~n cuya oferta se

caracteriza por t~l completa 'inelasticidadc M's adelante presenta=
.mos UDa demostraci6n gráfica ,de estas relaeioneso

60 La funci6n del problema dual y de las restricciones duales

se pued~n interpretar fácilmente con la ayuda de las interpretaci~

nes anteriormente mencionadas, de las variables duales.o Las restri£

ciones máximas sobre las escalas tienen las formas siguientes:
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l'roduccion .• (=allYl=a12Y2+kllY3~2iY4)<.
. Yalo!" agregado de 1 primer ""-,
proc~s~ productivo a
precios internos

Y5,
renta
interna
dél primer
proceso
})roductivo

Compra'

Venta

Y11 í '''-.'~!''J"

Válor, ínter'DO
~el primer,
factor

Ya
Valor' interno
del prim'er
product,o

" e
3,

precio
del mercado
del prime~
facet,or

e5
P!eei.o de
mercado
del prime~
prod.l1cto

(11
renta interna
de la actividad
de compra del
prlD1~r factor;

~Y9
renta interna
de la actividad
de venta del
primer' producto

(7)

En los tres casos anteriores las restr~eci~ne8 dual.s tienen
en el fondo un signifi~adO)eeonómico ~gllal~ utiliza,ndo valores inc=,

ternos y rentas intern.as ~ ya se~ se prod:tl~e tina pérdida de la opec=

c1i"ó'~ .d:~ la actividad 09 en el m'ejor de. los casos~las util.idades

son' cerco Estas restricciones pueden aparecer extrañas a primera

v'i,stas;¡ pe,ro re~11érdesede que una d'e. las relaciones entre el proc=
, '(1 ,

£' seCC10n ) es~ una limitac'ión
inefectiva en el prqblema dual implica un valor e,e'ro. en 1,8 corree!,

l

pondiente variáble di,recta; Por lo tanto í)' ha,biendo pérdidas~. al

usa~ precios iXlternos 1f la actividad, co,rrespondiente nQ. es'táut.ili~

2rada (su eseala es cero)ó En cambio¡, todas las actividades de e~

c~la poei tiya prodn.cen u'ti 1i dad.'e s' exá~tam,ente iguales a cero ( a

precios in.ternQls)ó De ahí que el síi~tema de programaci6n lineal

e~table~e px:'ecios internos de contabilidad. dentr>c de la empresa

actuan exactamex!l.tede la. misma manera como .~ospre,cios de merca~

do actu£.t.ríanen un sistema de competenci~ perfecta,~



PROBL~¿ Describa la organización y las e;aract1erísticas de un

sistema hipot6tico de competencia perfecta corr~spondiente a la

empresa del Modelo 20

La función del proble~a dual e~ VI ~ lb 5Y5~~o of)+rblOYlO~

Esta función se interpreta ~omo el valo~4! contabilidad de

todas restricciones (máxim.a.s)' sobre las escalas de las actividadeso

En la solu~ión del problem~ dual iiesta función tiene tln mínimo que

es igual al máximo de la f?llCi6n de l. pr«)blema directo (~eáse párrc!.

f.o v Seco )0 Entonces, el valor de contabilidad mínimo. de to=

das las ~estricciones es igua~ a las utilidades máximas de la em~
I

presa a precios <lel mercadoo ; EJll otras palabras v ~&.!tema de J!.r.£

grama~ión _lin.eal ~4j~~~1t!.ln~!y! rr.}_~~~ tl~*,~n~.iL!!~~.!Aáximasl n9~ la eml!.re~a
. ". . .: . .. . . ,

variables duales corresponaientes a restricciones in~fe~tivas son

e-ero) o

70 Existen algunas relaciones interesantes entre los siguie~

tes "elementos marginalesw dei Modelo 2 (los cuales se escriben en

los márgenes del cuadro) ~ variabl~s directas ~ variables ~uale,s ocona!

tantee de pr~cio y constantes de restricci6Do

'En :ilustraciones) ], y' 2 s~ presentan las relaciones per.tenecie!!

tes a -,rentas de. productos y a: e'ompra.s de factoreso Est'as activid~

des tienen precios d.e mer,)~fldo. fijos ~ sin embargo 9 los. Jralores Hi!!.te~

nos de" ~~~~tor'~rr~t:lU..£! .j!rod=uctoa .'!9 so.n..ft~ce:~ta~jaJnente. iguac=

En l<OJs pá.rrafcs siLgui.~nt~s vamos a discutir las relaciair::es e!l

raciones ~. so~if~reg~s correspo!d~e~~es a v@ri~~!e~



ma~. £-!!Ya .e~t~~~~~ de~_9~i~..;~~~_ i~~'umo.!. y deprO<!!lctos ~es

,tif'erente Q y no d.eva,lores diferentes de las va..l~iables (le un pro=
blema dadoo

(a) Las variables duales de los valores internos correspon=

den a las ~lanzas de fa~tores y de product,osó Si en la solu.ción

una balanz.a no es efeetiva esto signific,a el despe:c'dicio de un fa£,

tor o de un productoo En eonsecuenciQv en talés caéos de la desi=

gualdad fuertep la variable dual corr~spondiente es ceroo EntoneesD

el valor interno de UD factor o de UD producto DO puede exceder de

cero£} a menos que la balanza correspondiente esté satisfecha con

una igualdad exactao En lo que sigue~ stlpondremos de que éste se.B

el hecI10 o

(b) I~l "iralor interno de un factor o de un producto es igual

a .u precio de mercado cuando su escala de compra o de venta en la

solución es maY01~ (rUle cero v pero es menor que la limi tacióri corre,.!

pondiente sobre la escala de compra o de ventao

(e) Cuando la limi tación en la escala de compra' o de venta

es efectiva en la soluei6n~ la diferencia entre precios de mercado

y el valor int¡E'rnocorres'ponderá El una nlJ~eva variable dual qt¡e seoc

r' designada como una "renta interna" sobre la oportunidad escasa

de compra () de ventao UI! e8t~l1l.dio cuidadoso de las ilustraciones 1

y2 demuestra tIue en tale~ casos existe una diferencia t..Etyorable

(del "punto de 'fl'ista de la empresa) entre valor interno y el precio

de mercadoo (Para ventasg el valor interno es menor que el precio

dé me~cadoíJ lo qlle signifi~a que e,l nler\Cado pone una valuaci6n, más

alta sobre el producto <lu.e el sistema (le contabilidad. de la etnpr'e=
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sa misma» y vice versa con" respecto a compras)o Sin embargo$) apaClP

rece una nueva variable du~l que aproveclla esta diferencia favora=

ble y la asigna como tlrenta i~ternan (de contabilidad) a la oportc!!,

nidad escasa de venta o de comprao

(d) Cuando la ~iferencia entre un valor interno y el corres~
I

pondiente precio de mercado en la soluci&n es desfavorable desde

el punto de vista de la empre$ap la actividad no estar' incluida

en el programa e (Su escala será cero)o

En las ilustraciones, se; demuestra el cambio de la relación

entre el valor interno y el precio de mercado fijo cuando la esca~

la de compra o de venta cambia en la solucióno obsérvese que £!
gráfico de venta es similar a un gráfico convencional de d'emanda

. . I

en el cual una cantidad fo~ma: el eje horizontal y un precio forma
j

el eje verticalc La diferencia principal entre un gráfico de ve~

ta y un gráfico convencional-de demanda consiste en que un gráfico

convencional de demanda. muest~a 11.D decrecimiento gradual de su pr~

cio al subir su cantidad1J mientras que en un gráfic.o de venta el

precio (valor interno) baj~ en el modelog un esc816n~ al subir la

cantidad (escala .de venta)~

Igualmente'9 .el gráfico de compra es simi lar a un gráfico CO.!!

vencional de ofertao

80 En las ilustraciones; 1 y 2~ se presentan las relaciones

matemáticas {lue forman la bas~ de las descripciones en los párrsGKD

fos (b) hasta (d) de la sección anterioroEstas relaciones mate!
máticas forman una aplicación, del principio que sostiene que des!

gualdades fuertes en la soluci6n del problema directo implican un
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fuertes en la soluéi~n. del problema dual i~plican un valor cero en

la vari~ble directa corresp~n~ienteo (V~~~e p'rrafo p See~ d.el
.~'.

cflP:ftulo anterior) o Además SJ en la ilustración 3 se desarrollanr~

l~eiones semej~ntes para actividades dep'roducción. que contienen el

"valo~ agregado interno" de la producci6n en lugar de simples valo~

res internoé de un solo fa~tor o productob

PROBLE.t.fASg 1) Haga ~na interpretación. verbal de:tallada de

la ilustraci6n 30

2) Desarrolle las ~elaci~Des matemáticas eorre$=

pendientes a las Figuras B (Ilu~traciones 1 y 2) Y B Y e (Ilu.stra=
ci~1). :3) 0,

tas p~ra las escalas de algunas a~ti.idades?

9~ En las secciones anteri.res se present6 una interpretaci6n
del Modelo' 20 En ese modelo9 se encontraron dos tipos derestrieci,£t

l1eSg

de producci~np de venta yde comprao

En esta, sección vamos a introducir limitaciones sobre las .!!,c=»

~~~~.~ mínimas ele las a~tividade~ de pl'bodue~iónp de compra y dé ve.!!

Limitaciones de este tipo pueden tener su origen en diversa~

situaciones pr'eticaso Por ejemploD pueden existi~ contratos le=

galés que especifiquen. qtle la empresa compre al men.os u'na cantidad
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mínima de un factor determinadoo O bien~ que la empresa puede se=

guir la política de producir una serie ~Qmpleta de algunos produc-

tos interrelacionados~ aunque uno o dos de estos no produzcan ga=
nanciaso

El Modelo 3 representa un problema de programaci6n lineal que

contiene este tipo de limitación mínima sobre todas las actividades

de producciónp de compra y de ventao Algunas consideraciones sobre

estas limitaciones son completamente análogas con las consideraci~

nes ya discutidas en relaeión con las limitaciones máximaso (a) En

muchos problemas prácticos se necesitan todas estas limitaciones~

bastan solamente algunas o Aunciue solamente alguIlas (o ningunas)

de estas limitaciones serán efectivas para la soluci6no (b) Podrían

existir limitaciones mínimas conjuntas sobre las escalas de varias
actividadesc

Una diferencia importante entre las limitaciones máximas y

las limitaciones mínimas consiste en el hecho de que las limitaci~

nes mínimas operan en el sentido c.ontrario a la expansión de la el!!

preS80 Habiendop por lo tanto~ algunas actividades productivas que

conduzcan a utilidades positivasp todas las limitaciones ~ oml.nl.maS

pueden ser omitidas9 sin que esto signifique una expansión indefi~

nida de la empres80 La tarea de impedir una expansi6n indefinida

corresponde a las restricciones m~ximaso En cambio~ imagin~mosnos

una situaci6n en ,que las relaciones entre los precios de los facto

res y de los productos son tales que todas las actividades produc~

tivas conduzcan a una p'rdida: en este casog la empresa va n ba~

jar al nivel de estas actividades a cerop a menos que las limita=



ciones sobre algunas escalas mínimas se l~ impidano Existiendo es.-
tas limitaciones minimasg la. soluci6n del problema 10 constituir'

una estructura productiva que minim~za las pérdidas1> consistent'9

con las escalas mínimas prescritasg y no un nivel de producci6n de

eeroo

100 Las va.riables duales relacionada.s con las restricciones

mínimas. pueden interpretarse como "subsidios internos" de contabie:::>

lidado Estos "subsidios internos f~ se asig:qan ~ actividades que no

PQdrían ope~ar sin pérdidas (aprecios ,internos) careciendo de ellosc

Esta interpretación resul ta mucho má.s clara al considerar las inte£

relaciones de las variables directas y duales y las constantes de

precio y de limitaci6no (V'ase ilustraciones 4 y 5}o

Las restriccio'nes: del problema dual tienen las siguientes fo!:

mas~

Producción

(=a11 y1=a12y 2+kll y3+21Y4)<
való~ agregado del primer
proceso producti~o a precios
internos

Comprag

Y5
renta in~erna
del primer
proceso-
pro(i~c ti v(})

=Y11 (9)
~ubsidio interno
del primer
proceso
productivo

(11)

Y1 -<
valor interno
del primer
factor

Ya ~
valor' Interno
del primer
producto

C3
precio de mercado
del primer factor

es
~rec~o de mercado
de 1 I)rimer
product({i)

+Y7
ren~a interna
de la. actividad
de compra del
primer factor

'=Y9
reIClta interna
de la actividad
de venta del
primer ,pl~oduct(D

="13 (lO)
subsi(lio
interno sobre
la actividad
de compra del
primer factor

.4-Yl. r"'"
«)

subsidio
interno sobre
la. actividad
de VelJ,ta de.l
prim.er l?:r'odu£.
tOe

e, ()
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La interpretaci6n de estas restricciones es semejante a la inter~

pretación ya representada para el caso en que no existían limita~

ciones mínimaso Para las actividades de ventas y de compras las

ilustraciones 4 Y 5 demuestran que el valor interno de un producto

o de un factor es igual al precio de mercado cuando la escala de ~

actividad de venta o de compra está entre el máximo y el mínimoo

Cuando la escala es igual a la limitaci6n máximap el precio de me£

cado es modificado por una Uventa internafV que está representada

por una variable dual correspondiente a la limitaci6n m~xima dentro

del Modelo 30 Esta venta es exactamente suficiente para eliminar

las utilidades que aparecerían a precios internos de contabilidado

En cambio~ cuando la escala de compra o de venta es igual a la li-

mitaci6n mínima~ el precio de mercado se modifica por un "subsidio

interno" que es exactamente Suf.1ciente para eliminar las pérdidas

que aparecerían a precios internos de contabilidado

La funci6n del problema dual consiste en una suma algebraica

de los productos de las rentas internas por los límites máximos~

menos los productos de los subsidios internos por los límites mí~

nimoso

(12)

En otras palabras esta función significa el valor de los límites

máximos~ a precios de subsidios internoBo El mínimo de esta fun~

ci6n es igual al m~ximo de la funci6n directa que significa las

utilidades de la empresao Por lo tanto~ la soluci6n del sistema
distribuye las utilidades de la empresa~ aumentadas por el valor
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de l~s ,subsidios internosDentre los límites máximos efectivos de

las yarias actividadeso

En la Ilustración 6 p se prese,nta una sinopsisd,e las distin=

tas configura~iones de precios y de restriccioneso

PROBLE:MA~() 1) Dé una descripci6n matematica y verbal de.:.!

efecto de una limitaci6n mínima '~obre la escala de una actiyidad

d~ producci6no Use ~os patrones de las Ilustraciones 3.y 56

~) Prepare un an~lisis detallado (a) de las di=

ferencias y b) de las analogías de los Modelos 2 y 3~

3) P~epare un análisis matemático y verbal de

los ~arios casos de limitaciones y de precios presehtados en la

i~,lustración 6~

,110 Los productos intermediarios se pueden incluir en los

mode~o~ sin dificultad algunao Desde el punto de vista de~ la em~
\

pr,esa g productos intermedia.rios pueden ser de v~.rios ~ipos ~

a) 10,8 q,ue no se compran ni se ve~denS) solamente

se producen y consumen dentro dfi la empresa~

b) los que. se, pro~l1cen y consumen dentro de la

empresa y a.demás se pueden vender~

e) los que se consumen dentro de la empresa y

además se pueden producir o 'comprar9
d) los que se consumen dentro de la eJnpresa y

además se pu.edén producir.~ compra~ o vendér (los precios de com=
pra y' de venta en el merc'ado pueden ser diferentés)o

Para :formular un modelo general (véase 11odelo 4) no se Ilece~

sita distihguir los varios tipos de productos int~rmediarioso Las
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actividades d.e producción cambian solament¡e en cuanto a que ahora

se pueden encontrar insum~ de productos intermediarioso En el m~

delo{) tales insumos aparecen con un c~eiiciente k j!9sitivo (en los

modelos anterioresg todos los k eran negativos)o Adem's~ aparecen

actividades de compra de productos intermediarios a precios fijos
de mereadoo

elLas actividades de venta de prOdlll.~tos no var:lan; la
única, diferencia con respecto a modelos anteriores es que algunas

de estas actividades de venta se refieren ahora a productos que pu~

den actuar como insumos de otras actividades de produccióno'

Las balanzas de factores quedan como eran y las balanzas de

productos también mantienen su forma anteriores)) con la única dif.!t
rencia de que las actividades de compra de productos intermediarios
contribuyen un término adicionalo

Pll,OBLEMA~Analice las interrelaciones de variables directas y

duales y de constantes de precios y de limitaei6n en el Modelo 4
0

120 Los modelos 293 y 4 tienen formu,laciones alternativas en

las cuales las actividades de compra y de venta no aparecen en far
1 ca=

ma ~xplícitao Estas formulaciones est'n basadas en el hecho de que

la lógica del sistema no permite soluciones donde existen deeperdi

cios de factores o de productos!) siempre que los precios de merC8ca;»

do de estos productos o factores sean mayores de ceroo Luego9usa~

do las balanzas como ecuaciones~ podemos obtener expresiones para

las variables de las escalas de ventas o de compras en términos de

las actividades productivasg y susbtituirlas en las inecuaciones

de los l~mites máximo y mínimoso Los precios de compra y de venta



sé usan de maner~, se~ejante para estable~er valores de mercado P.!!

ra las ac~ividade. prod~~tivas~ Po~ ejemplo~ el Modelo 3.se pue~
de' transformar en' el Modelo. 5'0

Las funciones p,irectas y' d.uales del l\{oclelo 5 sen las ftlis,mas

que las del Modelo 30 La forma exacta de la funció~ del problema',

di'rec'to e's. dif'erente en los dos modelos S}" pero la interpretac.ió~ de,

la funci.ón es, igualg ~ignit'~~.a l,as' útilidade,s de: la empresa a pr~.

cios de, ,.mercadoo

Las soluciones para las va~iables dire.etas Y. d.uales incluidas

en, el modelo SOIl también las mismaso En ~ambio,~: las re'stricciones

son diferentes ~ en el problema. di'reet~ í' las balanzas, están ausen-

tes,' yt~mbién las variables', dual.es eorrespondiente.s que signifi=

can valores internosv están au~entes; en el I)reblema dual" ~~~e':ú0s

restricciones conjuntas, sobre lasventa's. internas' y los subsidios

internQsquetiene~ un menor gr'a.do de clar,idad que lasrestriecic!

Des dua,les' en el ~Iodelo 39 aunque tengan el mismo significado ec!

, 'o .

nom1COo

Finalmente,v hay 'numeros.a.s f~!mulaciones al~ernativas qtl,e Pll,!t. ,.'
de'n considerarse cOIIiO t'ran'siciones entr.e las formul~cion~s del ),.1£

delo y del Jvlodelo 5 ~'mantenie'ndo a~gunas acti vid.ades de compra (b,
. ~

de venta en for,ma exp.1íc~i,ta y condensando las otras dele. mane,ra

ciones duale. en el Modelo 50

~o ~~ condensándolas de la mane~a ~~rrespondient~ ~l Modelp 5p y

de,jando las" activida,des de venta en sn forma expl~ci ta6

,()/(J
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130 En las secciones anterioresp se discuti6 el planteamiea

to del problema de producción de una empresa que tiéne que confron

tar praeios fijos de mercadoo Los modelos obtenidos pueden rein=

terpretarse con fa,cilidad{) para repr,esentar ilit~mas econó~icos de

competencia per'fecta, en una industrta£) en un ~c~or~ o' en una eCOam

nomía compleja compuesta de varios sectoreso

Comenzaremos esta reinterpretarii6n bas'ndonos en el Modele 3~

Las Mtivid~des en un modelo de competenci.a perfecta tienen"

,que considerarse como un conju.nto d.e empresas individuales que fo£

man parte de una industriap una industria. entera o un sector indu~

trialo La escala de estas actividades se refiere a la producci6n~

compra o venta total del conjunto de las empresas que forman la a£

tividado Las balanzas y limitaciones se refieren a la totalidad

del uso de un factor o de la vroducei~n de un bien por todas las

empresas que forman las varias actividadeso Las variables duales

correspondientes a las balanzas que significaban valores internos

de contabil~dad dentro de la empresaS) ahora se reinterpretan como

precios de mercado;) las V"ariables dua'les que $ ~gnificaban rentas

ysu~sidios internos ahora., se reinterpretan e amo rentas y subsi.=

dios actuales ~ paga.dós }10r unas empresas individllales a otras ,em=

presas individualeso

Tomando en cuenta las reinterpretaciones dé las variables

duales~ ¿cuál es el significado de los precios fijos a los pies

de las columnas? Aparentementeg hay más que un precio para cada

factor o cada producto~ un precio fijo constante y un preéic; de
variab,le dualo
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La interpretación de los precios fijos es el elemento críti-

eo del problemao Estos precios tienen su origen fuera del siste~
.u'

ma comparativo considerado en el modeloo Por ejemplo9 si el mode=
lo se refiere a un sector industria19 los precios fijos de los fa~

tores básicos pueden ser determinados por la interacción de todos

¡.os se.ctores de la economía~ y desde el .punt«li de vista del sector

estudiado aparecen como constanteso (Al menosD este es el caso en

la primera aproximaci6n; actualmente~ eada sector individual tiene
un cie~to grado de irtfluencia sobre los precios b~sicos dentro de

la economía total)o Los p~ecios fijos de los productos pueden ser

impuestos sobre el modelo de un sector de manera similar por otros

sectores o por la competencia extranjerao Igualmente ~ e.n un modecc

lo de l~ economía to~al de un país~ los precios fijos pueden ser

i~puestos por el comercio exterioro De todas manerasg los precios

fij~s son impuestos osbre el modelo desde afuerao~

Las Ilustraciones l$) 2$) 4. Y 5 demuestran las relaciones entre

los precios fijos y los precios variableso En el modelo competiti

VO~ todos los precios correspondientes a variables duales son pre~

~io~ de mercado que afrnntan las empresas individualeso Las re.~

trice iones duales especifican ahora que ninguna empresa puede ob=

tener utili.dades positivas$) a --ereeios de merca!!/!})(incluyendo rene=>

tas y subsidios)~ que figuran en el modeloo Las empresas que pr.2,

ducen tienen tlti lid.ades iguales a cero (esta condición es familiar

a un sistema de competencia perfecta); mientras que las activida~

d~s potenciales que conducen a p~rdidas (8 precios de mercado) no
se realizar~n con escalas positivaso
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Como se puede ver en las ilustracionesp el precio variable

correspondiente a una balanza es igual al precio fijo impuesto s~

bre el modelo en caso que _i la limitaci~n m'xima ni la limitaei~n

m{nima sean efeetivaso Si una limitaci6n m'xima es efectiv8p se

produce una diferencia favorable desde el punto de vista de la em~

presa individualí) pero ést~ es naprovechada" por una renta que se

determina de manera competiti.va y que las empresas particulares p~

gan a la éml)resa (o al gobierno o al indi vi. duo ) que controla e 1 r~

cionamiento de acceso a la oportunidad limitada, de producciól1~ de

venta o de comprao En cambiog si ~na limita@ién mínima es efecti

va!) se produce una diferenceia desfavorable y se req,uiere un subsi-.

dio determin.ado de manera eompeti.ti va que ,se debe pagar a las em=<>

presas (por un gobierno o por otras instituciones) para que la li~

mitaci6n mínima pueda sati~facerseo

En resumenSf los precios fijos tienen una naturaleza de pre.c=at

cios impuestos sobre el sistema qu.e pueden d.efinir los precios de

mereado por una renta o por un subsidio determinados de manera com

petitiv80

La reinterpretaei6n de las funciones que se maximizan o mini

mizan se presentará más a~elanteo

140 En i.nve~~iga~iones prácticas de un sistema ,competi tiv@g

ya sea de una i~dustriav de un sector o de la economía entera de

un p~ísp es raro encontrar semejanzas completas entre el Modelo 3

(o del Modelo 4 que es su generalizaci6ng incluyendo productos i~
termediarios)i) y todos los'prec;i@s impuest(lls desde afuera del si.!,

t~m~ y t~das las limitacioDe~ máximas y mínimas que se realizan en
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la' a~tualidado Es más típico que exi'sta.D aigunos precios impues~

tos 4ésda .fuera y algunas limi~acione8 m'ximas y mínimasD

Analiz~ndo un sector~ por lo general; los p~ecios de ~os fac~

t~res b~sicos: y 1,08 pr~eio's de productos int~~,med~ari~s c.omp~a.filos

a otzoos sec-t,ores son impuestos desde'afuerao Ademá's:~ ~os ,prec.ios

de 'los productos ftu.e se exportan o c¡ue sé venden a otros sectores

también pueden se~ impllestoso En cúanto a restr.i~ciones9 por lo

~eDe~a~ ~,no se encuen'tran 1imi taci9nes máximas sobre las, c()mp~as

con ,la l)~sibleexcepción de 'materi~sprimas provenientes, de cie'r--

tas fUéntes preferidaso Limitaciones m{n~mas pueden aparecer por

varias ra~ones; por ejemplog se puede e~pecifiear una escal~m~Di-

m~ deprC?d~<eción de ~lgunos bienes estratégicos,.v () u.na. escala mí~

nima <le 1,\J~i~~zac~ó:n de mano de obra en casos de clesempleoo

En el estudio de la economíá ente~a de un pa.ísS). por lo gene=

r~l una variedad de precios de importaci6n y de' exportaei6n se 1m
pone. desde a~uerao Adem'sp debido a razones sociales y pol~ti~

ca~~ se puede especificar ~D precio fijo para la maDO ~e obrao En

lo °t (1 ,. (lcuanto a restriccionesi, se pueden encO,~tr~r ",:l,~:t a~19nes maXl.mas.;

sobre las exportaci~nes y sobre el néo de divisaso (En tales mo~

delosp es casi siempre aconsejable desi~na~ actividades d~stintas

parave,ntas internas y exportaciones$) por un lado,S' y para compras

m~ximos sobre la. disponibilidades de factores~ y 1{mi~e8 mínimos

pueden i'mponerse sobre las escalas de producción de algunos .see-

tores o sobre el empleo de la mano de obraó
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eión del problem ....a,: dual aparecerán R,recios de mercado s:> estando sa-
. ::

1I

~isf~chas las sigu~ente~ cJ~4~cio~es:
a) Las act~vidades qu~ tienen precios fijos impuestos desde

fuer~~ QO ~er'n sujeta~ a limitacionej máximas o mínimaso
'1

b) Compra.8 (lue :no tie4en pre.eios fijos. serán sujetas solame!!,

e) Ven~as que no tie~en precios fijos serán sujetas ~olame~

te a limitaciones máximaso 1
~i
1

Pl10BLEMAo Compruebe 1"'8 afirmaciones arriba present~da~o Use

el Modelo 3 y las relacioD~s apropiadas ,ntre las limitaciones efes
tivas y lS.8 escalas de las 'Variables duales correspondienteso Re..•.

cu'rdes~ que las variables duales cor~espondieDtes ~ l~~ b~l~nzas
son los pr~cios de mereadoo

Cuando en las funciones del problema directo y del problema.

dual apare~~ns,?lamente precios de mereado~ la solución del siste

ma es eq'uivalente almaximum del ~ngreso nacional (en un modelo de

la economía entera) o la pE\l'llte del ingreso nacional corresponqien
• . .; I . ~j - - CI.c>

te a un sector o a una ind~stria (en un modelo parcial)o Cada adi

eión de precios fijos n~ev~s o de otras limitaciones efectivas a

un tal "sistema eficienteG~ :implica, la disto;Tsión de la estructura

de produ~ci6llo

PR.OBL~{Ad ¿C\lál es la ¡:fun~i6n que se maximiza en e 1 proble~

ma directo y en'l es la qu~ ~e minimiza en el problema dual en un
sistema de compet~ncia perfecta correspondiente al Modelo 3'
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Un tV'sis.tema eficientet9 se ,puede plantear en yarias maneraso

Se ~~9uiere por lomeno's un solo pre~~o fijo que sirva com~ medid~

para otros preeios del model())~ est:e es el eqllivalen~e (en lafuD:~

eión directa) de maximi~ión de la cantidad de un .solo pr~d'l1cto S) o

de minimización de la can't~dr;14 de un solo faetor~ con todos los 0.-.
I

tros factores y productos y~ prescritoso O bie.~ se ~ueden fijar

los precios de algunos factores {)de algunos produc~tO>sf> o de eom~i

naciones de ~11(Q)s.9 pero para asegu.ra~ la existencia de una solución

~e necesita muntener un suficienten~ero. de r=;~stricc.iones en el

'"$istema eficiente"o (En caso extremo9 si todos los precios son

fijos y no hay limitacionesg s~lamente balanzas~ obtenemos .1 si~

~ema 4~1 M0<lel~ ~ que ~o tienesolución)o

PROBL.EMAo CO'J!lst~tlya un "sistema eficiente" de ~Qmpeten~ia peL

f~<e,~'1.~
a)~on precio~ fijos para todos los fact()r~s.1> pero

ning~no para los productos9
~. .;. . . . . ., ":" '

b) con precios fijos para tod~s los producto~ pero

niDgun~ para los factores;

e) con el preci~ de un sol~ factor fijb;

d) con el precio de UD solo producto fij~~

lflo Los div~rso's modelos de COlupetencia peI->fecta se p~,d~*
copdensa~ (eliminando la~ activi~~d~~ explícita~ de compras y de

ventas) de la misma manera qu~ en el -caso de. los m.o"elos corres'po]!

diéntes de ~mpresaso
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PROBLEMA Condense los modelos a) s> b) e) y d) d,e 1 problema

anterioro

170 Un modelo muy importante para. un sistema eficiente de

competencia perfecta puede obtenerse (para una economía entera)por

UB{1 generalización de modelos de insumo y producto de .Leontief
("input-output")o Modelos generales de este tipo pueden usar toda

la información' empírica contenida en los cuadros de Leontief exis-.

tentes para varios paíseso En el hechos> existencias de Leontief

constituyen un caso especial de modelos de programación lineal muy

simplificadosv donde a) cada industria es representada por una s~

la actividadg siendo que en los modelos de programaci6n lineal se

pu.den incluir actividades alternativas para cada industria en c~~

so que así se dese.e 9 b) cada industria tiene solamente un produc-

to siendo que los productos juntos son permisibles; e) en este si~
tellla se incluye solamente un factorp mientras que por lo general. se

pueden considerar restricciones sobre varios factores.o

En virtud de estas simplificacionesi la soluci6n de sistemas

de Leontief se puede obtener a través de métodos más simples (in-

versión de matrices) que los métodos para resolver problemas gene~

rales de programación linealo

Un sistema de Leontief en lanotaci6n de programaei6n lineal

se presenta en el Modelo 6.s:> en dos formas alternativaso En la fo.!:

ma !s:> el aspecto del modelo es muy semejante a.un c.u.adro de Leontief

en su forma normal~' solamente aparecen desigualdades en lugar de

ig~aldades~ y para obtener el sentido requerido de los signos de

desigualdad~ los signos algebraicos están invertidoso Se puede da!

mostrar que ~diciones e!peciales_ del sistemavde Leontiefa t~-

,í!"
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incluyan los et~ctos debidos a restricciones sobre l~s disponibili

dades de varios recursos fundamentales dentro de la economía (mano

4e ob~a, capitalp divisas~ ~apacidades de producci6n de materiales

b'sico$)~ estos precios podrían utilizarse en estudios sectoriales

o?n la evaluaci6n de proyectos individuales como medidas para los

costos de oportunidado

En el hecho un sistema empírico de Leontief se puede general!

zar con esfuerzos razonables de tal manéra que incluya restriccioA

nes múltiples sobre los recursoso Por lo general, también se deben

incluir actividades alternativas de importaci6n y de exportación
(dentro de las industrias individuales o en el sistema de Leontief,

las proporciones del comercio exterior con respecto a la producci6n

son fijas); ademásg se pueden incluir procesos de producción alteL

nativos (por ejemplog procesos intensivos en el uso del capital y

otros procesos intensivos en el uso de la mano de obra)o El traba.-
jo empírico que se necesita para tal generalización consiste prin-

eipalmente en la compilación de coeficientes de insumas de los va-

rios factores escasosp y además de la desagregación de industrias

si se requieren procesos de producci6n alternativaso

19Q Problemas de localizaci6n de actividades económicas pue-

den tratarse con mucha facilidad a través de modelos de programa-

eión linealo Estos problemas pueden encontrarse en conexi6n con

las operaciones de una empresa~ o en conexión con el equilibrio

económico de un sistema competitivoo Como se discutió en seccio-
nes. anteriores p los moldes generales de modelos de una empre&".1 y

de un sistema competitivo son muy semejantes; por estop la discu-
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S~~D de pr,oblem8s de localizacic$J.l s. puede ext~n~er sobre ambos ,~~

sos ~~ un modo conjunto:o

Los problemas más sencillos de este tipo s~ pUéden tratar c~n

técnicos más simples que la programaci~n lineal~ Por ejé,mp~o (~)

1,a' ~ejor ubi,c'ación de una empresa que usa tl~. solo p~o~~~o product~

yo,' con dos o tres materias primas principales y un producto,f se

puede obtener a través de métodos geométri~os.o Un o~~o m~t~~o q~e

se puede us~r es el de calcular la suma de los costos de prod~cción

y los costos de transporte sobre las materias prim~s y ~l producto,
repitiendo esta calculaci6n para los principales punt~s alt~rna~i~
vos de localizacióno (b) Si hay varias empres~s que produceDun.vr~
dueto dado~ y se conocen los distintos costos de producci6n~ méto-

dos geométricos o métodos simples de compu~aci6n p~eden utilizarse

p~ra pr~dec~r la mej~r distribuci~n de este' producto en ~n mercado

espa~cido ~obre una área geográfica exteDsa~ (e) Un prt)blema m~:r
similar al problema anterior es e~ de predecir la mejor'dist.ribu~
ción espacial del abastecimiento de un bien que ~e usa en distin-

tos' ~un~os. d~dos, y que se produce en unidades ~r?ductivas ~8parei";

das sobre una superfi~ie geográfic8o
En cambio, los métodos simples no pueden tratar~ de algÚn m~

do satisfactorio~ con problemas en los cuales distintos procesos
•••• o"~ .• t":'

productivos! .!!tios productos y varias ma~e~~~~ primas~ ~if~re~~~~
e~~ado~.r d~~~~D\~~","pun~os de 1-2,calización simultáneamente dese~

peñan papeles importantesQ Este ti~o de probl~ma~ sin embargo, s.e

encuentran en muchos estudios de sectores industriales y en inves-
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tigaciones del desarrollo regionalo Ellos se pueden resolver 80=

lamente con una técnica más efectiva~ la programa~ión linealo

200 Para tratar con problemas de localización a traves de

programación linea.l p es conveniente hacer distin.eiones entre cua=

tro grupos de rubros de insumo yproducto~ factores inmoviles~fac-

torea m6viles (incluyendo materias primas)p productos intermedia=

rios y productos finaleso Las actividades mismas se clasifican

en actividades de produccifn9 de compras de factores y productos

intermediarios9 de ventas de productos intermediarios y de produc=
-tos ~inalesp y de transporte de factores y de productoso

~lo Como en los modelos anterioresp hay tres tipos de res~

triceiones en el modelo directo (a los cuales corresponden varia~

bIes duales)~ balanzasg limitaciones máximas y limitaciones míni~

maso

(1) En modelos especiales, se requieren balanzas distintas de

cada factor en todos los l~Jt!res donde se ftOmpra ..•..•.v donde se usa. en

la producción y de cada pr~ucto (londe fiftura en la producción .-Y
1do~de_ sevendeo Las yariabies ~uales correspondientes tienen el se~

tido de precios internos de contabilidad cuando se trata de un mo~

delo de una em~resa; o de precios de mercado cuando se trata de un

modelo de competencia perf~ctao Como se puede ver~ en la soluci6n
del problema dual se obtienen precios distintos cor~espondientes

a eada lugar donde se comp~a~ usa o vende algo; en otras palab~as,

se ob.tie.ne. una e~truc:tura especi?t1 de precioso

(2) Las restricciones máximas y mínimas desempefian el m~smo

papel~ tienen el mismo sigpificado econ6micos y SO~ l~adas a las
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vliriables {ltlal~s tieigual m.anera que" en

see~iones anteriore~~

dasu de lós modelos en los cuales ,todas o algunas activida~e~de

c()mprily tie Y~Ilta s"o.~ e]~i~inadas o Estas formas .condensadasde mo-

delos' espec,~ale"s ti~nen un más 8.1to g~adodetIn,anspé,l~e~lcia y p,er

est~ ~on ,méÍs tÍ~i le~ qlle las form~s condensa'das de los modelos ant~=

~~()rE!S~~ po rquelasa~,-t~ vi~l1de~ cie :tr~l.1sportepue den. 'inter_p~'etarse

como Qompra en luga~ ! y una venta' en lugar ,B~ De 'los cú.atr~mo,,=

<le~os espª~~ales pres~f.1tados srfa.! 9 los hlodelos 7,~8 y lO 'sonformas .

con.densadaso

230 El co~cepto de "eficiencia" ~e u~ sistema competitivo se

pu~de extender sia algunas dificª~~~d,s a les modelos espaciale&~

Todos los sistemas e$paciale~ presentados en los Modelos 1 hasta

mitaci.ones mínima"s efectivas sobre las esealau~ de "'las activl,dade~

PROBLEMAS~ (1) Dé una inte~pretaci?n. verbal de los modelos
p~ese~~aclOS?

(2) ;Prese'nte las for:mas »0 condensadas de los mE..

4elos 7~8y 100
(3)

~, "

Incluya u~a .limitaci6n individual m'xim~ so~

bre la escala de 'llªa actividad de transporte

en cada modeloo es la diferencia entre

juntas
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Modelo 1
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-1
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precios de
factóres'productos

Bo Co

x =x=101 2'
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Modelo 2
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Ilustración 1
(Ventas)

tURenta Interna.9~
sobre la limitación de ventaXs Escala de venta
del producto

Limitación
N'sobre venta
í
I
B

a

I

•~~ Precio fijo
,~- - 's::> ~ ..,.. de venta '

Valor interno
del producto

Y;

(2)
°5 :: 13

(1)
Y3

é (1) ,(1)
o o y + Y'g = e5

° - (1) 0-,~'.y

(1)
:19

0°°, (2) + (2)O~ c"
Y; 1'9

G GG (2) g;~OYg

p(3) ~3) <=:> O (Colwrü1a 5)
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5 9 9
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Ilustr'aci,6n
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1 (Conto )

(3)
(;) P
Y3

(2)
CJ,,:: Y3

o (3)
::x5

Va.lor interno
del factor

Y1

(2)
C3 ::1'1

(l) p (1)

Yl

(2)
P

i
g
8
8,

(2)
x, :3

(2')
P

,I.IEstra.ción 2

(Compras)

(3)

1~.b(3)
c:::> JI:
C-~ :3

Si no. hay limitaciób sobre la ven=
ta. de.tm, producto dado no existen

punto~ de tipo p(l)o Las rela~1o~

nes para.p(2) y pe;) no ~ambiano

nRe:nta' .Inten1a~,¡' sobre
1imi ta~iÓll de €~ompra~

Éscala de eompra.
del factor
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Yl
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1
1
I
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'.(2)
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x . (2) .
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Modelo 3
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Valor interno
del producto
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Ilustraciórl 4
(Ventas)
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