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PROGRAMACION LINEAL

Introduccidn:

Es frecuente que el hombre se encuentre ante problemas que impli=
can conflicto de intereses. Cuando existe un grupo de posibles sucesos
entre los cuales tiene ciertas preferencias y no tode estd bajo su control,
este es un ejemplo que involucra conflict. Concretamente, si dos juga=
dores deben decidir entre diferentes alternativas, sin que dicha eleccion
sea del conocimiento del otro, existird un problema de conflicto de inte=
reses o0 de decisiones.

El jugador para su decision debera contemplar algunos aspectos,
como son:

1) En base al control e informacioén parcial que tiene, buscar de
sacar el mejor partido.

2) Conocer, lo mejor posible, la psicologia de su adversario.

Frente a estos puntos, es obvio que las decisiones o los conflictos
de intereses no sdlo son propios de los jugadores, sino que tambien se
enfrentan a este tipo de trabajo, Ejecutivos, Economistas, Militares,
Gobernantes, etc. y en general cualquier persona durante infinidad de
situaciones en su vida. Asi, uno de los mas interesantes conflictos,
es el que enfrenta al hombre versus naturaleza. No siempre el hom=
bre tiene una informacion cabal de estado de la maturaleza, esto cien=
tificamente significa, la existencia de la informacion de las leyes del
azar que la rigen.

Asi por ejemple, el resultado de salida de un numero de un dado
es perfectamente conecido. Diremos que el estado de la naturaleza o
leyes del azar son conocidas. Si el dado estd cargado, nmo se conocen
las leyes del azar; habrd que experimentar para determinarla.

¢ Que posibilidades tiene un jugador frente a otro que conoce que
el dado estd cargado ? Diremos que son menores sus chances de ga-
mar, pues el jugard en base a un dado equilibrado ya la larga perdera.

La teoria de las decisiones se preocupa de todo ésto y considera
que las decisiones tanto individuales como colectivas pueden involucrar
situaciones de certeza, riesgo o incertidumbre.

s o ° ° o ol °
Individuo quiere decir persomna u organizacion que es movida por
° ° 4
un unico intereés.
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 Existe certeza si se sabe que cada accion conduce invariablemen=
te a un resultado.

Existe riesgo si cada accién conduce a diferentes resultados en don=
de la ley del azar o probabilidad del suceso es conocida.

Existe incertidumbre si cada accién conduce a posibles resultados
en donde la ley del azar es desconocida.

Decisiones comn certeza: i

Se representa por un conjunto de acciones A = {als @250y an}
y en que f (a) serd un indice asociado con a, entonces se buscara &n
4 . ° o P ° °
A aquel &; que maximice (6 minimice) el indice f (a;).

o pod o ° ° s ° o °
Lo dificil es la eleccién del indice, criterio u objetive, como se le
designa. Asi, para un empresario su objetivo sera ficil de determinar:
maximizar beneficios, minimizar perdidas, maximiar produccion o mi=

‘nimizar costo laboral, etc. jPero qué criterio u objetivo mueve a un

coleccionista de antigiedades en sus decisiones ?

Precisamente este campo, el de las decisiones con certeza, es
d@nde se desarrolla el tema que nos proponemos estudiar. La Progra=
macion Lineal, no es sino un tipo de problema que envuelve deciciones
con certeza.

EI@ plo: Problema de la dieta.

Exz.stcen diferentes alimentos Aj, Az, ..., A, ; una dieta sera
prescripcidén que indicara cuanitas unidades de los ahmentos Ay, Ay,
...s Ay se ingefrirdn. Sera pues x el vector dieta: .

X1
X2
x = N

Xn

- =

Ahora bien, para el cuerpo humano, han estudiado los dieteticos,
° o o 2 o g o
que se necesitan ciertas materias basicas, como son: carpvhidratos,
s o o o
grasas, proteinas, vitaminas, etc. Sean a;), 252, -..» 23, la cantidad

de carbehidratos (identificado en esto por el sub-indice i) en los alimen-
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 Luego la dieta, en lo que respecta al minimo de carbohidratos ne=
necesarios sera:

231 *1- +a’12 XZ 0 xn > bi‘

LW

1a canﬂ;lda,d b estd dada por los r@quermnenitos minimos del orga-
nismo humano, que dependeran de la edad, actividad, szﬂcuacmn geo=
grafica, etc. '

FAVEN . o N .
Asi tendremos que si se requieren nutrientes basicos para el or=
ganismo, escribir@mos para los alimentos A”]I" Azy <o A,n:

N> | cowsconed  Imealmente agy xp + 212 Xy 4 oo tap, X, };(\{carb@hidraitos)

mde. @eh éncwd.»es m?im’@s

7
Solyciones a1 *1+ 322 %2 + oo Az, X, sz (,gjra,sas)

¥y BppXy oo + 2y ¥ b m (proteinas)

~El precio asociado con cada unidad de Ay, Ass oo A  seran
p‘"l’ pz, RTINS Luego, el costo de la dleﬁ:a sera igual a la suma:

Costo dieta = p) X3+ p2 %2+ .- + Py ¥y

El problema matematico, serd buscar una de las posibles dietas
que satisfagan las restricciones que minimizan el objetivo o costo fa=
miliap:

Min 2z = P’lxl""p,?.'f ,,o.}.pnxn

aj1 X1+ 2y, LR S aznxn}bt-

006 060 00 000©6 0c006© 0000 00©GE 060600 & 0 60 0600 ©

ami X1L+‘ 2mn2 XZ + e 'f“af”mnlxn?/bn
Xﬂ>/@ 5 XZZO ;.,?'o; Xn;@

Claramente se observa lo siguiente:

(1) Existen diferentes acciones o escogencias de dietas.
(2) Existen restricciomes o limitaciones para las posibles-

acciones.
(3) Existe un objetivo o criterio asociado a cada accion: la

funcidén costo.

Este tipo de problema mitematic@ se ha llamado Programacmm Ii= |
neal Hasta hace poco no se habia estudiado problemas-de esta indole,
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creando 2si un nuevo campo en las matematicas que ha sido bautizado
3 ol s ) o ° :
con el nombre de Programacion Lineal o ''Linear Programming."

1a novedad en ésto reside en que en las matematicas cldsicas, se
han estudiado problemas de maximos o minimos de funciones de varias
variables. -Se han resuelﬂ:@ en su totalidad, con el empllec» de las deriva=
das parciales, y del Hessiano. Simbbdlicamente se plantea asi:

Max z = {f(xls ¥yp oeey Xn)

Las soluciones de 1@5 puntos de méa ximo o minimo se encuentran
en el interior del dominio de dichas variables.

También es cldsico el problema de buscar valores extremos de una
funcién de varias variables, en que ademés las variables estin sujetas
a restricciones. Este tipo de problema se conoce con el nombre de
maximo o minimo con restricciones. EIl método de los multiplicado=
res de Lagrange, permite la solucidn y andlisis satisfactorio de di=
chos maximos relativos, que se encuentran en el interior del dominio
de las variables.

El problema se pﬂgﬁnﬁéa asi:

G

Max z = i%(xl, X298 oo Xn)
g1(xys ®po c0us %) 3 0

gZ(Xl’ ngrn.g X,) = 0

gm(xlg ng—ooo.g Xnn (¢}

2 o. . o 2
Por ultimeo, es nuevo en el campo mateméatico, la bliisqueda de mé=
° I o o o o o o o
ximos 0 minimos de funciones de varias variables, sujetas a restriccio=

nes que son desigualdades o inecuaciones.

El problema sera:
Max z B f{xys Xps oeos %)
‘ gi1{xy, Erpooos Xn)$ by
é

gz(xl, ng c o009 Xm)

© 06 0 06006© 0000000006 060G O0O0 O

gm(xls XZg oo o @ Xn) g\ bm
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las técnicas anteriores no son suficientes para la resolucibén de
estos problemas, por cuanto -ellas solo sirven para la blisqueda de
4 Py o ° ° 4 s o : . o :
maximos relativos, y en el interior del dominio de las variables.

. i . o . s
Desafortunadamente, estos problemas tienen un maximo o un mi=
. himo absoluto en las fronteras del dominio de las variables.

Estos conceptos de midximo y minimo absmluit@, fueron planteados
y diferenciados por Cauchy. En el tomo X de sus "Mémoire sur les
maxime et minima conditionel (1847) se encuentra el problema gene=
ral propuesto sin resolver.

. . . ol o
Programacion lineal.

Se ha desngnadc» asia una rama de las matematicas que se preocu=
pa de buscar maximos o minimos de funciones lineales de variables
-~ sujetas a restricciones expresadas mediante desigualdades lineales.

° o . o o ) o . o o )
Se define como funcidon o restriccion lineal, toda combinacion de
- primer grado em las variables.

Asi por ejemplo, un problema de programacién lineal, serd del ti=

po siguiente:
Max z_g’ clxll+c2’x2+ "‘Cn:"%n\
alel-}-aZZ x2+°..+aznxngb2
x’a..mjlx1 +a, Hydooo +amn xngibm

xl>o H x2>@;”.§ Xn>O

/

. ) o Lp Lol T
Programa;cnén no lineal sera todo problema en que la funcion o las
restricciones mo sean lineales.

Por ejemplo:
M = z 2
ax z = Cy X, FCp %y Foeo4CpX
aMxl-}-alz X2+ oo,+alnébl

oooooo © 0o 6 66 00060000006 0©000GO0 00O




i\

-6 =
Este ejemplo se designa en particular con el nombre de programa=
o ° o 2 °
cibm cuadratica. Como se puede observar, puede ser la funcion mo-li=

neal (cuadritica en el ejemplo) o las restricciones no-=lineales o ambas.

Antecedentes.

Hemo s mencionado que Cauchy p]laniteé el problema general sin re=
solverlo. Debemos mencionar que la Programacion Lineal abarca di-
ferentes campos de las mateméticas, asi tiene que ver com calculo ma-=
tricial, teoria de los conos, hiperespacios euclideos, etc. Asi es que,
debemos destacar que los trabajos del s. XIX de los matematicos La=
place, Sylvester y Cayley son previos y fundamentales para el desarro=
llo del cAlculo matricial. En el siglo XX son importantes los trabajos
de Weyl "Elementare Theorie der Konvexen Polyeder' (1938) y de otros#
como Kuhn, Tucker, Gerstenhaber, Von Neumann, Hitchcock, Koopman,
etc.

En el campo econdmico se encuentran los primeros pasos en los
trabajos de Quesnay (1758), Walras, Pareto, Leontief, que plantearon
7 40 4 P V4
modelos matematicos que hoy dia son resueltos con el auxilio de las tec=
nicas de la Programacién Lineal.

No deja de ser curioso que fueron los complejos problemas de la
logistica durante la 2a. guerra mundial, que llevaron a la necesidad de
buscar meétodos iterativos de cialculo para resolver los problemas. Fa-=
moso es el problema que Se conoce.en laliteratura con el nombre de "Hit=
chcock~Koopman' o de "Transporte" (1947). Fue el problema crucial
que enfrentara la Marina Mercante aliada durante la 2a. guerra mun=
dial, referente al abastecimiento de los Ejércitos Aliados en las dife=
rentes partes del mundo.

Problema de Transporte

Un producto homogéneo debe ser embarcado en las cantidades
ays 8ys coes amen m puertos de origen y enviados a destinos en canti-
dades bl’ bzp 0609 bno

El costo de enviar una cantidad unitaria del origen i al destino
j es ¢y El problema consiste en determinar las cantidades xij que
deben sér embarcadas para todas las rutas, de tal forma que se mini=
micen los costos de tramnsporte.

/e




Destinos
j N
NG| (D) (2). oo (n) |[Total
“ (].> X711 . X712 o of,‘ Xln a']l
S .
g - :
\gﬁ (Z> - X217 X22 ) in az
e .
- O "o 6 @ ° o & e o e 0 6 60 ° e o6 @ o o ° o 0§e,0 0 0 e
(mm) Xml Xm2 Xmn | %m
Las relaciones bisicas son:
o I
S % = oai (1= 1,2,...,m)
j= 1
m
. "
S X5 = by (32 1525...5m8)
i o= 1
X3 2 ©

Min z 8 >

Supongamos, un ejemplo en el que:’exiésten dos puertos de origen y
tres destinos:

,/.'
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j \
»
0y %31 *12 %13 a)
0, X *2 %23 2,
Total by by b,

La matriz de los costos unitarios de transporte sera:

€y . cy2 €13

€21 €22 €23
las condiciones restrictivas de los origenes y destinos, se plantea=
ran asi:

]
X221 +%2 +%23 7 3,

11
C Xy #%Xpp = bp

+
!

X713 A}’XZ3 = bg

XM; 05 X122 0 ¥y 2O

)]

XZ,IL?,@; xZZ} Q5 ng‘? Q

2

v la funcibén lineal u objetivo que se desea minimizar, es la siguiente:
Min z = ) %y; + €12 X + Cj, % 5 .+ Cp] Xp1 +
Chy %22 * Cpy X34

/.
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- Koopman resolvidé este problema, que fue de enorme utilidad para
la Marina. EIl procedimiento se comoce con el nombre de Metodo de
Transporte. Posteriormente Charnes y Cooper idearon un metodo pa-
ra resolver estos tipos de problemas, llamado ''cormer-step stones''.
En la actualidad se tiene programado este meétodo para las m%,quinas
electrénicas (por ejem. I.B.M. 650); una iteracidn en esta méquina
para un problema de 3 x 9 demora 9 segundos, segin el método desa=
rrollado por Poley. Pero es G. Dantzig (1947) quien ideé un metodo
general de resolucién conocido con el nombre de Método Simplex.

Metodo Simplex.

Es un meétodo iterative de cdlculo que requiere sblo operaciones
elementales como son la suma, resta, producto y cociente. Consiste
en la rutina operativa del metodo de Jorddn, para invertir matrices,
mas un criterio de seleccién de filas y columnas.

Posteriormente contribuyeron Charnes, Cooper, Koopman, Dorfman,
etc. , perfeccionando el meétodo simplex, resolviendo los problemas de
Py 4 4 ! o ?
degeneracion y encontrando otros metodos abreviados de calculo. Como
asi mismo abriendo un inmenso campo de aplicaciones.

4 o o o
Asi se destacan algunos interesantes trabajos en la agricultura, re-=

o g o 2 e ° o 2 o o
finerias, dietetica, plantas industriales, talleres de maquinas, insumo-=

producto, modelos de desarrollo, etc.

Problema de distribucidn.

Un complejo industrial tiene tres plantas productoras y cinco de=
pbsitos que estdn emcargados de los problemas de distribucién. Se co-
nocen los siguientes datos:

(1) Minimo requerido por los depositos para satisfacer la
demanda: by, bz, b3, bys bg.

(2) EIl nivel de produccién méximo de las plantas:
2y, @y, ag

(3) Los costos de transporte por tomelada de 1a planta i al
dep6sito j, que se designan por Cjje

. . N . . .
Es decir, la informacion se puede resumir en el cuadro siguien=
te: .

e
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J g |
Py 11 *lz  X13  *14 *15 21
) X21 X2 %3 %24 %25 22
P3 %31 X3p g X33 X34 X35 agq
Total by b2 b3 b4 bg

Matriz de costos @ij:

Py | €11 €12 €13 €14 €15
PZ c21 c22 C23 Co4 c25

pg c31] CBZ C33 034 C35

Objetivo:

Deseamos minimizar los costos de transporte definidos por la fun-
o2
ciom:

Min z= ¢y x5 *Cjp X1 % €13 X13%C 14 X14 * C15 X5
+C21 Xp] + Cpp Xpp+ €3 X3+ Cpg Xp4 + C25 Xpg
+C3] X3] * C3p X3 +C33 X33+ C34 X34+ C3p X35

Restricciones:

o o o o o ’ :y -
Las condiciones o limitaciones de que se envien a los depositos
las cantidades requeridas somn:

bz

Y

XlZ + x22 + Xx32

W

V
o’

W

Xlg 4 XZ3 4 X3

\'4
=2
[N

xl‘4 + Koy b Kay >

X115 + X25 + X35

W
=2
o




4v=.i131‘.=.' o .
La condicién de que lla.s plantas no pueden enviar més de :a,o" que
pr@ducen, o bien, a lo més pueden enviar las cifras maximas de pro=
duccmn ajyy dp, A3y. :
- Esto se plantea en la forma siguiente:
*lrt ¥zt *p3 ¢t XM* *15 < 21
XZ]I + X2 + X33 + XM* *X25 £ 22
*31 4 X3z 4+ X33 4+ *34 4 %35 4 *3

Yo por altimo ,]La condzcmn d@ no negatividad de las vamab]l@s, se expre-=

- sa asz,

X117 0 X122 05 X305 X4 o5 X1g 20
X212 05 X227 0 X232 0; %24 » O X252 0
X31> @;3 X32 2 x33>©g X34 > 05 X3g 2 O
- Como se nuede @bservajr, es el asp@@td tipico de un problema de
Programacibn Lineals Una fumcmn lineal que minimizar y un conjun=

to de desigualdades lineales"

- Este problema tambien se puede p)lanit@azf' empleando las propieda=
des de las sumait@mas

Min z 55 Z. Cij X3y
Z Xij 2’ bj ‘ (j = —1928 39485)
1 ' .
S 2wy boay (21,2,
J
Xij > 0

Utilizacion de Méquinas.

En una empresa hay un taller que dispone de tres juegos de ma =
quinas de diferentes rendimientos, para la fabwicaciénm de un cierto
articulo. EIl problema es como deben distribuirse las 6rdenes detra=
bajo para fabricar un ntimero determinado de articulos.

oS
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Supuestos: (1) Capacidad instalada de cada maquina
' (2) Demanda de cada articulo _
(3) Rendimiente de cada méquina por articulo
(4) Costo de produccién de cada maquina con
. respecto a cada articulo.
(5) Precio de ventas de los articulos
(6) Horas dispomibles por equipo de maquinas

En base a estos supuestos, podemos construir nuestro cuadro o
matrix de coeficientes:

Cuadro I
endimiento i X
: ‘ Heoras por pleza

demanda L :

por articulo My Mg M3
21 233 B2 P13
ay o1 o2 a3
&y B3y B39 B33

Cuadro I

Costo '~ Cesto por articule
Precio M M M
) 1 2 3
¥ €11 ‘12 “13
Vo €21 Coo ®o3
v €31 €32 €33

Cuadro IIIX

i

' Carga de las méquinas

M M M
1 2 3
Plan de Xl 1 12 13
b’ X
, 21 *22 3
Produceion { . ?
*31 *32 33

Horas disponibles| dj dg ’ 513'




La funcion que hay que maximar, en este caso, son los beneficios ne=
tos dados por la fum@l@n lineal:

Max: z S 2: Z (vi = cg5) =y
1 J :

sujeta a las restricciones lineales:

Problema de Produccidn

Una fabrica de pinturas tiene dos tipos A y B. Estas pinturas son fa=
‘brmadas en tres plantas, enque cada una produce de ambas en cierta propor=
cm.cm. _ :

Supuestos: (1) Las demandas de A y B son dj,dy,respectivamente.

(2) Los precios de ventas som v], V2s por unidad.
(3) El costo de las materias primas es mj por tambor
y el ‘{trabaJQ es de t] por hombre=hora.

Pr@]b]lema Maximizar b@m@fl@ms teniendo en cuenta la siguiente ma <=
'tcmz de Insumo=Produc to:

Insumo Py PZ Pg
Materiales (tambores) ay ap a,
Trabajo (hombres-hora) 1 1 1

Producto |
Pintura A (galdmn) by - bz by
Pintura B (galdén) c] €2 c3
Nivel de pr@duccié)nplantas X] %2 t )

Planteamiento del problema: Como las demés son limitadas, se
- tienen las siguientes restricciones: .

by x} + by x5 + by xg@ dy
c] %] + C2 X2 +C3 Xg@dz

Los beneficios netos serdn:
Max z- = (b v] + cy vy = a;mg mitlﬂ) Xy
# (bavy +cy vy = a;my =ty x,

+ (b3 vy +te3Vy T 2zmy =t)) %4

.
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Fabricacion de Automoviles y Camiones.

Una fibrica de automoviles y camiones tiene un taller organizado en
cuatro departamentos: ‘

(1) Estampado de planchas metalicas
(2) Armaduria de motores
(3) Montaje final de automoviles
(4). “Montaje final de camiones. .

Supuestos: (1) Capazcidad instalada de produccién
(2) Elasticidad infinita de material y mano de obra.

Con respecto a las capacidades se sabe lo- siguiente:

(.1) Se pueden estampar 25.000 automoviles & 35.000 camiones
por mes o las correspondientes combinaciones.

(2) Puede armar por mes 33.333 motores de auﬂ:om@vﬂes 6 16.667
motores de camién o las correspondientes combinaciones.

(3) Puede despachar 15.000 camiones por mes o 22500 au*‘omévk‘,eﬁ

Beneficio neto: 300 ddlares por automovil
250 ddlares por camidn

Problema: determinar un programa optimo
Objetivo: maximizar los beneficios netos

N° de autos por mes de fabricacion

00

Sean: Xy

i

X5 N °de camiones por mes de fabricacion
z = beneficio mensualen $ U.S.

Planteamiento matematico:

Max z = 300 x; + 250 x

X1 *2
‘ * <1
25,000 35.000
x x
1 - 2 <1
330333‘ 16.667
%y < 22.500




Selucidn: Max z = US$§ 7.731.488,69

i

20,370 antos

X1

b 6,482

it

5 camiones.

" Modele de Insugempréduét@o
Ciertos modelos 'eﬁqgémicos pueden ser_plantgad@s y resueltos pér el

PRI e o . ot
método simplex. Consideremos la siguiente tabla simplificada de tran

sacciones:
Industria Demanda: Producecidn
(1) (2) final Bruta
Industiria (1) X1 %19 ¥1 xl
industria (2) %51 X5 Y2 *,
Trabajo xg1 09 = %9

Analizando horizontalmente el cuadro, podemos afirmar gque la preduccidn
bruta x, per lo menos debe ser igual a la suma de les insumos de las in=
dustrias mas la demanda final, en ignal forma se razomard para la segun—
da fila, etc,

Algebrajicamente escribiremos:

Iy tEet I 2%
le + x;22 + Yz < Xy
%01 * ®oa < F

Llamaremes coeficientes técnicos a los siguientes parfmetros

8y definides de la siguiente manera:

.. = 8.. X. 6 a. - .
i3 T i3 7 A % i3

'Y

\\‘
\



reemplazande los x en lag ipecuaciones anteriores, tendremos:

ij
ay; % 0+ 85 ng %+ Y1 £ xy
By T ot Bpp Kp + Yy ¢ %
201 *1 T o2 %2 < Yo

estas inecnaciones son del tipo de la P,L, Faltara definir la"funcidn

i

il
ebjetivO] que podria ser la de minimizar la funcién lineal de los costos
de mano de ebra:s para una cierts demanda encontrar la produccidnm bruta

que minimice la funcidn :

Min z = 8gy X} t 259 I

En forma andlega a este problema, se pueden resolver multitud de c®sos,

Decisidn individual con riesge,
1§

Presentaremos los siguientes ejemplos que permitirdn comparar el caso

de la P,.L. con el de decisidn individual com riesgo e incertidumbre,

Sea un vendedor viajero S, Las pesibilidades elimdticas de la ciudad a

que va corresponden a los siguientes:

: iNl = Hay dia de sol o
Estados de la 1

Naturalgza N = Llavia

J
I 2

Ademds, al hacer sus visitas de ventas, el puede:

a; = salir con termo corriente
W a, = galir con terno corriente y
Accione: b, con paraguas
Personales 2, = salir equipado para la llu-
| via (zapatillas impermeables,
etco)o
e

Considerande diversos factores, el vendedor 3 forma la siguiente tabla

de valores que miden o relacionar las incomodidades, ventajas o desveu-

§



e

tajas, con el uso inadecuado ¢ adecuado de ropa.

8y ) B4
N, 0 4
N, 6 4 3

Come persena raciomal S, decide basar su accidnm en el bardmetro,
El experimento es mirar antes de vestirse, el bardmetro para conocer el
estado del tiempo. La variable aleatoria ohservada es x, Supongamos

gue diera tres indicaciones:

X = buen tiempo
Xy = dudoso
g = mal tiempo

La distribucién de probabilidades de x, depende del Estado de la Natura-

leza,

El barémetro ideal marcaria:

%y £ X ”
Nl 1
N2 0 0 1

Pero este seria un bardémetre ideal y muy caro si existiera., Supongamos

que el vendeder € tiene que pensar en el costo del bardmetro, entonces,

- adquiere uno cuya distribucidén de probabilidades es:

. 1 2 *3
N, f 0,85 ] 0,20} 0,15

Pt

N,J 6,10 ! 0.35 | 0,55

£

"

©
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Entonces, conociendo la indicacidn del bardmetro (resultado de la ex~
periencia), puede confecciomar una lista de pozibles estrategias,

S 8
8 Sy So7
e B B! 21 ?3
|
X2 al ;‘a}i‘ oo a(\
Xg | 3y By 2g

No tedas serdn légicas, . )
De estas posibilidades se tendrd que elegir alguna, Las teorias de las
decisiones desarrollard precedimientos gue racionalicen dicha elecciédn.,

o £ o

Decision individuvwal con incertidumbre,

El ejemple anterior se puede ntilizar, lo dnico que es necesario supri-
mir o ignorar, la distribucién de probabilidades del pardmetro, en
cuanto a los estados de la naturaleza y las lecturas, Es decir, el cua-

dro:s

serd desconocide y el vendedor tendréd que estimar experimentalmente di-
chos valores, El problema del costo del experimente podrd ser relevan—
i )
‘ o # o

te, o bien, el tomar una decisidn equivecada, que podrd costarle la muer—

te,



Planteamiento del Problema.

La P.L. se preocupa de encontrar el mdximo absoluto de una funcién 1j

neal sujeta a un ndmero finito de restricciones limeales, o seaa:

n
<=,
Max 2z = . €, X,
i=1 i i
n
= _
y §=1 %55 *5<Py o (5 =1,2,..m)

X1>O§ X-gg}; 05 660§ Xn z@

xj;,bi (i =1,2,,..m)
X3 2 05 coo5 x 2 0

Para poder aplicar el método Simplex es necesario primero transformar

las inecuaciones en ecuaciones limeales, procurando siempre que los se

gundos miembros sean positivos, Veremos gue en general, esto es siem=
pre posible;, com la introduccidm de un cierto tipo de variables nuevas
llamadas variables~artificiales y de holgura.

Sea por ejemple el siguiente problema:

Problema 1: Max 2z = 2xl + 3x2‘

4xl * 6x2 < 24
=Xy + xz < 2
x) < 3

Primeramente se observa que los segundes miembros (24:2:3) son poesiti
vos en las restricciones, por le tante quedardn intactes, El paso 8i=

guiente serd transformar dichss inecuaciones en ecuaciones linealeeg,

"
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Bastaria para conseguir esc, agregar a cada inecunacién una cierta cap

tidad desconccida gque la transforme en una ecuacidn, Asi tenemos en

i
o

la inecuacidn: 4 Xy + 8 xgjﬁg 24 , que 4 Ey +632 es menor o igual que

!
24, luego si sumamos una cantidad desconocida x% 2 esta inecuacidn,el pri
mer miembro se hard igual a 24;8si3 4x)] + 6 xotx’ = 24,

Esta variable xi se llama variable de bolgura, pues representa la hol

gura que tiene dicha inecuacién para ser igual a 24, La menor ¢ mayor

helgura de esta wariable d@benderé poesteriormente de la posicidn del

. o o
maximo absoluto, En resumen, las inecuaciomes se transformaréan em las

siguientes ecuaciones; en base a la introduccidm de las variables xi”g&
|

ra la primera, xé para la segunda y xé para la tercera; o sea, el siste

ma de restricciones quedara transformadc en el siguiente sistema de ecua

ciones: i
4 x; + Bx, + x) = 24
= x; + xé + + xé = 2
xIL i + xé = 3

; .
en que, evidentemente continunardn las condiciones de no-negatividad pa-
i

ra todas las variables, |

x,2 0 5 x5 2 0

3

Dichas condiciones estardn implicitas en los problemas de P.L, y por lo

xi;@%xé};@;x“},ﬁ

tanto, prescindiremos de ellas en el planteamiento, pues el métode sim-—
plex tiene como pre-requisito la positividad de las variables, Quedari
el problema entonces en la forma siguiente:

Max z = é e + 3x

T 71 2

% xl + 6x2 + xi =24

% X o+ Xq | + xé = 2
Xy + Xé =3
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£s necesario destacar, que es conveniente ordenar las variables, en la
forma anterior, Pues asi tendremes la columna ( o vector ) de los coe

ficientes de la variable XI; la columna de los coeficientes de x la

- o
29
/

columna de los coeficientes de xi; ete,

El problema anterior, si se escribe em otro orden,ne cambia de natura—
leza, Ademds, el hecho de haber agregado tres wariables de holgura en
las restricciones, ebliga a comsiderar otra funcidén, pero en la cual es

tas variables no tengan ningin peso en el problema de maximizacidn,

Asijes evidente, que al incluir estas variables con coeficientes ceros

en la funcidn lineal, esta no se alterard, Luego de Max 2z = 2x. + 3x

1 2
pasaremos a estudiar el maximo de la funcién equivalente:
Max z = _2x1+3x2=&00x‘i=&00 x?’2+00 x:‘;
txp+8x, 4 x = 24
S Xt % + X = 2
Xy « + x! = 3

y escrito en otro orden sera:

+ 2 x. + 3 x;

Max z = Ooxi f Qoxé + Ooxé 1 5
24 = xi o ; % 4 x1>% 6 xz
2= 5 s T
3 = ' x4 xi

Esta es la forma, estandard de plantear el problema para iniciar la
itera cidén., Se acostumbra a resumir esta informacién en un cuadro o

matriz de coeficientes,

o 1 N1 T2 2 1 Y2 :
24 1 4 6
1 -1 1
1 1 0

'y
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!
Estas columnas de coeficientes, se llaman vectores y las designaremos

simbélicamente por la letra P, Asi, habra un vector Pry Py, Pig
3 [

P! que corresponderan respectivamente a la columna de los coeficientes

Pég

39

de las variables: x;, X,3 Xi” xéo x3. En el cuadro pueden verse los si
=9

guientes vectores columnas:

-
P, = 45 Py 6 9 PI o= 11 s Py |0 5 Py
=1 1 1 0
1 0 G 0
[ e “ - ;u — o
y | P@ s | 24
2
¥
Nétese que el conjunto de @e@tmweg P, P&o P%Q forman una base del es-

pacio de las restricciones, pues son linealmente independientes y pue-
den generar cualquier otro vector de dicho espacio, Asi P@D P19 P2 po=

drdn expresarse en términos de esta base,

Toda la informacién del problema se resume en el siguiente cuadro de

coeficientes:
J ¢
@ P P P P P P
© 2 1 2
0 Pi 24 1 4 6
] 121 o
0 PzA 2 1 1 1
0 P} 3 1 1 0

Se observa que la primera fila y columna corresponden a los coeficiem-

tes @j de las wvariables,

Esta es la tabla de cdlculo del simplex. La primera etapa de célculo
se efectida agregando dos filas més, una que llamamos z5 ¥ otra z e g
Asi por ejemplo, se temdrdn que calcular los valores Zyo z{o zég zgg

2y, Zgo Los valores se calculan de la siguiente manera:




z, = 0,24 + 0,2 + 0,3
zi = 0.1 + 0.0+ 0,0
zﬁ = 0,0 + 0,1 + 0,0
zé = @DQ + 0,0 + 0,1
zy = 0.4 + . (<h + 0,1
7y = 0.6 + 0,1 + 0,0

0 sea, se multiplica

inicial son [0,0,08] ) por los vectores celumnas

wo

o

wvo

°
2

o
9

bl

i

¥

i
-

= 0

= 0

la la, columna de coeficientes cj (en esta etapa

P

12 7

P

. ,
3> Pys PooDi

chos productos se suman y ese es el valer de zjo Los valores zjo cjg

se obtienen restando

Asi{ tendremos:

2; =y
zé _ @é
zZ3 -~ °3
zy = @1'
gy = €9

El cdlcule de la etapa inicial,

milar al dnterior pero con dos filas mds, una para la Zj

la z. = ¢.,
3 3

el

08

i

p=
=

&=
b=

coeficiente @j que figura en la primera fila,

0 =3

=3
=

-2

=3

se resume en el siguiente cuadro, si

s ¥y otra para

@i N 0 0 0 2 3
P 0 g Po P, P

$ ) Pl Pg 3 1 2
0| Py | 24 4 6
p Py 1 =1 1
0 | P 3 1 1 0
z, 0 0 0 0 0 6

2, = ¢ 0 0 ) -2 =3
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En esta etapa inicial, con‘la base Pig Pé, Pé, hemos obtenido la pri-

mera solucidn realizable:

xl:j() §ng 0
x) = 24 x) = 2 xj} = 3

Obsérvese en el cuadro, quée la segunda columna de los P% y la de los

Po” sofi 1los valores de este primer programa realizable, Precisamente

son los valores que figuran al lado del vector Pi asociado con la va=

riable xi, Para esta base: [?ig Pé, Pg] » los valores que conducen

al programa inicial realizable, son los que indica dicha base, es de=

eir: Para Pi tendremos xi = 24, para Pé se tiene xé = 2 y para Pé,

xé = 3, Los vectores Pl’ PZ no figuran en la base, y por lo tanto,las

variables asociadas con ellos X19 Xg deberdn ser cero,

La funcién z por maximizar era:

z = 0, x'1 + 0, x) + 0, x{, +2, x, + 3 x, o sea, el valor

2 1

de z para estos valores de las variables, es:

3 2

Z.

i

0.24 + 0,2 + 0,3 + 2,0 + 3,0
z = 0 |

Este es el primer programa realizable, pues la solucidn es consistente

con las restricciones, Naturalmente, que este no es el mdximo y vere-

mos que podemos mejorar esta solucidn bdsica o programa inicial., Este

nueve programa conducird a un valor mayor en z, A continuacidn inser

tamos la primera etapa del Simplex:

~
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Primera Etapa del Simplgg

GJ —_— 0 4] 0 2 3
P p? P p? P P
\ o 2 3 i_ 2
01 By 24 1 4
4o p 2 1 -1 1
0 Py 3 1 1 0
z, 0 0 0 0 0 0
0 0 0 =2 =3
m—m——mmm_—

12 1 ] 0 : 10 0

0 1 0 =1 1

3 0 1 1 0

zj 6 0 0 =3 3
24" cJ 0 3 0 =5 0

Es decir, hemos paéado a un programa realizable de:
X = 0 ; x' = 2
xi = 12 ;
lo que da para z un vaior de:
z =0,12 + 0,3 + 0,0 + 2,0 + 3,2
s A : .
Se ha mejorado el programa, pues en la etapa inicial era z = 0 y tene-

- mos ahora z = 6,

Se observa en el cuadro, que esta mejora se ha conseguido intreduciendo

en la base inicial [:i Pé, Pg] otro vector P2,que pasa a reemplazar
.9 .

al vector Pé, 0 sea,hemos seleccionado una columna del cuadro que ha
ido a sustituir una fila, El eriterio que se h% seguido consiste
en introducir aquel vector que aporte mds, en esta etapa, a la blaque-

da del méximo,

Nétese que se eligid el valor zj = ¢y mds negativo, en

este case es =3,

[

kN

i
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Se encontré la fila Pé aéﬁlizando los cocientes entre los componentes
del vector Po y les c&rréépondiéntes del vector on 3e comparan los
cocientes: Q

24: 6 =4; 2: 111:2;3:0:%

Se selecciona el valor 2jque”proviene de 2:1, o sea, el cociente minimo
o menor de los tres, KEste criteric seleccionari al vector que sale .de
la bése, Con esto, estamos en condiciones de calcular el cuadre de la
primera etapa del simplexL La técnica de cdlculo o método iterativo,
serd el procedimiento de Jordan, para invertir matrices, Daremos un

resumen del método de cdlculo y criterios empleados.,

Métode Simplex.

(1) En la etapa inicial se calcula la fila de los valores zj—cj,

' se inspeccionan diches valores. Cualquier cifra negativa én
dicha fila idehtifica al®vector columna candidato a entrar en
la base,> El v;lor en z ahora sefé igual o mayor. (En el ejem
plo se seleccioné a P2)a

(2) Se inspecciona la columna seieccionada y con las cifras posji
tivas se efectian los cocientes entre los compopentes del
vector Pé vy 1oé correspondientes del vector columna seleccio
nado,

Se escoge el ménor de ellos, gque determinard lavfila‘que sa=

le (En este caéo es Pé). 3i se produce algin empate, se prg &
cede a, tomar 15 columﬁa Pig vecino abPo, y se efectﬁan los
cocientes: se éscogeré el'men;ro 8i se repite el'empate se

pasa a Pé y asi sucésivamente hasba romper la igualdad, (Es-

te problema del empate se conoce en la teoria de la P,L, con“

el nombre "Cass de Degeneracidémn", resuelto por Charnes),

.
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Calcule de los nuevos coeficientes,

El proceso iterativo del cdlculo de los nuevos coeficientes, como se di
jo, es similar al métode de Jordan, Del cuadro de la primera etapa del
Simplex copiaremos sdloe la columna P2 que entra en la base; la fila Pé
que sale de la base; como también la nueva fila P2 con sus coeficientes

calculados,

Definicién: Llamaremos pivote al elemento gque se encuentra en la in-
tersecciénde la columna P2 y la fila P§9 0 sea al nimerc 1 en este e=

jemplo,

Llamaremos semi-pivotes a los elementos restantes de la columna Pgﬂ*o

sea el nimero 8 y el 0,

Regla (1): Los coeficientes de la fila de la variable que entra en la
nueva base (o etapa siguiente) se obtuvieron dividiendo los elementos

de la fila del pivote por el pivote., FEn el cuadro anterior son:

Elementos de 1la dividido Pivote Da Nuevos elementos )
fila del pivote por de lh etapa siguiente
2 s 1 = 2
0 3 1 = 0
1 3 1 = 1
0 H 1 = 0
=1 S 1 -1
1 8 1 1

v ol
Nota: La flecha hacia abajo sefiala los coeficientes que salen y

la flecha hacia arriba seficla los coeficientes que entran,



&
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Para el cdlcule de los coeficientes restantes, serd conveniente repro
ducir séle del cuadre lo que interesa destacar, asi copiaremos la co-=
lumna P2 del pivote y la nueva fila de coeficientes del P2 que entrd
en la base, Calcularemes sélo los coeficientes de la primera fila de

o . o Py SN
la etapa siguiente, ¢ sea P!, a mode de ilustracion:

1
3
v
. 2
o |Pp|eaa]l 1 0 0 4 a 6
1
o
o [p izl 1 -6 0 10 0
—B {3 {p, | 2f o 1 0 -1 1

Regla (2): Un coeficiente cualquiera, que no pertenezca a la fila
que entra, se obtiene restando del coeficiente homélogo
de la etapa anterior el producto del semi-~pivote de 1la
fila en que estd el elemento por el coeficiente nuevo

(calculade por la regla 1) que se encuentra en la colum

na del elemento homélogo.

Asi en el cuadro anterior, los cdlcules correspondientes a la primera

fila de la nueva etapa serdn los siguientes:



Elemento homé Semipivote Coeficiente “Nuevo éQg
logo de la fi  MENOS  correspon—~ POR recien calecu DA ficiente
la Pg, diente a la lade - de la de la fila =
columna P2 fila on Péo

Etapa Inicial ' itapa Inicial Primera Etapa ,.Primera Etapa “

24 - 6 ) o -2 = 12

1 - 6 0 0 = 1

0 - 6 o 1 = =6

(4] = 6 o 0 = 0

4 - 6 . -1 10

-6 = 6 0 1 = 0
£n igual forma se calcularan los coeficientes dé la fila P%a
Elemento homé Semipivote Coeficiente Nuevo coefi
logo de la fi  MENOS  correspon~ . POR  recién caleu DA ciente de la
la Péo : diente a la I?dos de la. fila Pl,

) columna P2 fila on

Etapa Inicial Etepa Inicial Primera Etapa Primera Etapa

3 = 0 ° 2 = 3

0 = 0 0 0 s 0

0 = 0 o 1 = 0

1 - 0 . 0 s 1

1 = g o ' =1 = 1

0 = 0 ° 1 = 0 ’

Se ilustr2ron en 12 p¥gin2 siguiente 12s dos primer®s et?pfs del simplex

i
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ETAPAS DEL  SIMPLEX

CJ — ‘ 0 0 0 2 3
P P
J 2 (R Py & 2
o | p | 24 1 0 0 4 6
1 1
N
o |ry| 2 0 1 0 -1 1 P
c
o el 3 0 0 1 1 0 I
3 s |
2, 0f 0 0 0 0 0 0 L
Z, = ¢, 0 0 0 =2 =3
o | »y |2 1 -6 0 10 0
S )
R
3 |, ] 2 0 1 0 -1 1 -
M
o |ry} 3 0 0 1 1 0 E
R @ ;R
2, 6 0 3 0 -3 3 A
zj - 0 3 0 -5 0

Al completar esta primera etapa, se vuelve a iniciar la inspeccidén, Existe
algin zj = cj < 0? La columna Pl tiene zjw cj =-5, lo que quiere decir, que

no se ha llegado a un mdximo ¥ que serd preciso introducir el vector P, en

1

la base, Introducir este vecter es-a costa del sacrificio de otro que sale,
para encontrar el que sale se recurre al criterio del minimo de los cocien—

tes entre los coeficientes de las columnas P0 y P1 de esta etapa: 12 _ 1,2 ;
L. -l 10

= 3; se descarta el cociente 2 por ser negative, Por lo tanto, la fila Pi

. ‘=] '

saldrd, El cdlculo de los nueves coeficientes a4 se efectian en la szisma

frad

forma que lo descrito en la étapa anterior,

El resumen de amhas etapas es el siguiente:
Bl _
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CUADRO DEL SIMPLEX

¢ |—> 0 0 0 ‘ 2 3
i} P P! P! P P P I
Q 1 2 3 1 — N
o | pt i I
r—+l
0 P! c
a -
0 PL
A
Zj L
Zj P, @J
]
0 P!
3 P,
]
0 Py
2j
- 0
%5 7%
2 P, 16/5 1/10 1 0 S
;8 | P, 16/5 1/10 i} 1 B
) il G
0 Py 9/5 ~1/10 0 0 U
z, 12 5/10 0 0 2 3 N
J D
TS 1/2 0 0 0 0 A

Hemos obtenide otre programa realizables

%, = 6/5 ; x,=16/5 5 x = 9/5

i

06

la primefa da: =z 2, ¥+ 3, X, + 0, x!

2,6/5 + 3,16/5

i

N
10

60/5 = 12
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Nétese que los valores de las variables se encuentran en la segunda eta
pa en la columna P@ y que el valor de la funcién para estos valores se

encuentran en el g0

Podemos observar en la fila zjw@jquelas nolumnag que tiepen z, = ¢, = 0

J d
o 0 2 ' 0 4 Y 3 b
son: Pég Pag P19 Pz y lqs vectores P19 Pzg P3 estan en la solucieén,
Necesitamos analizar si la columna Pé puede dar otra solucién mayor,Lue

go- en este ejemplo, ain c@anﬁo ne existen valores negativos, es conve-
niente entrar el vector P% en lugar del Pé y realizar otra etapa mis,En
este ejemple demostraremos, que generalmente esto no ocurre, pues es un
caso en gue existe més de un miximo, De todas formas, el valor encontra
do z = 12 para los valores de T = 6/59 Xy = 18/5, y xg = 9/5 correspon=
den a un méxigao Se reconoce esto, por el hecho de qué ne hay zj=ej < 0,
El problema termina aqui j s0lo corresponde analizar la presencia de Pé

en la base,

T — >P< 0 0 c;:o 2 3
9 e
21 P | 3 0 ] 1 1 L
3| Pl 2 - 1/8 0 -2/3 ¢ if{c
of Pot 3 ~1/6 1 5/3 0 0§ E
z; |12 1/2 0 0 2 3|3
Zi = ¢y - 1/2 0 0 . 0 0

Se desprende gue también son s@luciones‘l@s valores:

X1%3§X2§2

#i = 0. xé = 3 Max z = 12
Habiende més de una solua@éng existirdn infinitas soluciones, en que
les valores encontrades serdn las scluciones principales o éxtremaso
Cualquier otra solucidn se pedrd censtruir come combinacién lineal con

vexa de estas dos, que ® encuentran en les puntos eytremes del poliedre

de las restriccicnes,
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x= dx, + (1= )
para: 0 £ A< 1
enque xp = (3;2);x, =(6/5;16/5)
ﬁara alcular otra solucidén serd necesario aplicar la fdérmula (1) tanto

para las abscisas como para las ordenadas de X, ¥ Xpo
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Problema 2. Max z = 3 x; + 2 X
2% +3x,
ﬁxl‘% Xz

x1€a O;x2

/AN

1

ZaN

Ny

2

3

L, %D

0

Este problema es muy similar al anterior, perc como veremes mis adelan

te existe en las soluciones una diferencia fundamental,

Procediendo como en el otro problema, introduciremos las variables de

holgura xi, x%o xé s

Max 2z = 3 Xy + 2 X

X

x; + 0, x5 + 0. x3
*)
+ xé
tox

1-}0; x2,> 1 xi 2 0; x"2 > 0; x“3>0

De este sistema pasamos a otro equivalente, en el que se. suprimirdn las

desigualdades de no negatividad de las variables, simplemente por como-

didad, adn cuande ellas estdn implicitas en toda esta teoria.

- 0
Max 2z = 0, xj + 0, xé + 0, xé + 3 %) + 2 Xy
= )
12 X3 + 2 x; + 3 X
=3 0 =}
2 = X5 Xy + Xy
= 0
3 X3 3 xy
Con este sistema pasamos al cuadro de coeficientes,
P@ Pi Pé Pé Pl '?2
12 1 0 2 3
0 1 =1 1
i 0 0 1 1 0
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‘que representa la matriz de restricciones de la funcién lineal z, Para

incluir los coeficientes de dicha funcidn, se agrega una fila encima del

cuadro:
) 0 0 3 2
. 0 ] 0 P P
P Pl P P3 P 9
12 1 0 2 3
2 0 =1
3 "o 0 1 i 0

El programa imicial realizable es:

xi = 12 3 xé = 2 xé s 3

como cada variable de estas estd asociada com los vectores Pi” Pég Pé

respectivamente, es necesaric destacar en el cuadre que dichos valores

correspondientes a la base inicial Pi, Phy Py

Se incluye esto agregando una nueva columna vecina a la de la Pog esta
oo .—1' N
columna sera: P!

Por razones del cdlcule de los z; se anexan a esta columna, los coefi-

cientes cj de las variables, relacionadas con les vectores Pgo 0 sea

que el cuadro quedard en su etapa inicial, en la formas:

°j —— 0 0 0 3 2
v L TR 13 P
. 1 9 3 1 F2
0 ‘Pi 12 1 0 0 2 3
0 Py 2 0 1 0 -1 1
0 Py 3 0 0 1 1 )
z, 0 0 o 0 o 0
z’é = © < ( 0 0 ‘@3 @2




o

r

=36=

El c¢dlculo de los z., se efectida sumando los productos de los elementos
de la primera columna de los cj por los elementos homélogos de las colum
nas {Po" Pig Pég P%\,, Plg Pz}o

El célculo zjwcjg se obtiene restando a dichos vectores los coeficientes
respectivos de la columna j que figuram en el encabezamiento, El crite-
rio del mds negative zjmejv indica que el vector PE debe entrar en la
nueva base o primer programa realizable., Entra el vector P1 pere sale
el vector ng en base al criterio del minimo positivo d? los coeficien~
tes entre los coeficientes homélogos de P0 y Plo El c@lculo de los nue-

vos coeficientes de la primera etapa se realizan de acuerdo a las reglas

explicadas anteriormente, La primera etapa y la inicial son:

¢ 0 0 0 3 2
i I
l P Py Py Py P, P, |
I

o P |12 1 0 0 2 3
c
o|ry| =2 0 1 0 -1 1 I
0| Py 0 1 1 A
25 0 0 0 0 o |L

2, = ¢ 0 0 0 =3 -2

= =
0

o[P | 6 1 0 -2 0 3 |p
o|®y| 5 0 1 1 0 1 R
I
3| p¥ 0 i 0 %
zj 0 0 3 3 0 R
A

25 = ¢ 0 0 3 0 -2

Se observa, que d primer programa realizable es el siguiente:
Xy = 33 Xy = 0

X»igﬁsxz"gfigxég()

V4 o
Notese que los valores que figuran en la columna P0 corresponden a los de

las variables ascciadas a los vectores P!, Pég P1 de la base, y que toda

otra variable que no figure en la base es cero,



=37 =

La fila zjm@j nes indica que es posible mejorar la solucidén anterior,
Se consigue esto introduciendo el vector Pg en la base a costa de la

salida de P?o

En resumen esta segunda etapa es la siguientes.

SEGUNDA ETAPA

2 | P, | 2 1/3 0 -2/3 0 1
N O SO -1/ 1 2/3 0 0
31P |3 0 0 1
25 13 2/3 0 5/3 3 2
c=c | 0 0 0
z25 = oy 2/3 5/3 .

La ausencia de cifras negativas en las diferencias zjwcj nos indieca que
hemos llegade al maximo, bicho mixime es z = 13,
El segundo programa realizéble o programa 6ptime es:
X = 33
xi = 0 3 x& = 3 §;xé,£ 0
Max z = 13
La presencia de tres ceros en las diferencias zj = @j que figuran en el
cuadre en las columnas de los vectores que @onstiﬁuyen la base {?29 ?&g
Pi} , nos demuestra que este mdximo es dnico, Recuérdese que en el
;roblema anterior existia un éuert@ cero, que era indicioc de que habia

otro miximo, por lo menos,

En resumen las dos etapas del simplex son las siguientes:
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1 P I
| Fo P P F3 1 TR
I
o | P ]2 1 0 0 2 3 e
1
0| Py 2 0 1 0 =1 1 A
«| o|P| a 0 0 1 o |
. 0 0 0 0
2 I
Z. = c. 0 0 0 l -3
i J
i o Py | 6 1 0 -2 0 P
R
0| P! 5 0 1 1 0 I
2 M
—=>| 31 p 0 E
' R
.= c, 0 0 3 0
57 %
—>| 2 P, 2 1/3 ) ~2/3 0 1 S
[} - E
0| Py 3 1/3 1 2/3 0 0 :
3 1P, 3 0 0 1 1 0 U
N
25 13 2/3 5/3 3 2 A
Z, = ¢, 2/3 0 5/3 '
j = 2/ /
Maz z = 13 $ Xy = 3 H Xy = 2
Xi = 3

Este problema se presta muy

plex graficamente,

bien para analizar las etapas del sim -



Solucidn griafica.

El problema estudiado es el siguiente:

Haremos un grafico cartesiano de ejes X =X, ¥ representaremos sobre

el plane las restricciones o desigualdades del problema,

7 é X\ﬁ\<3

A

% /

4 v
/

/ y
7

/ 7

/7 A

/

4 /|
7

Vel £z el f L £ 2 o F X'g
0 i 2 3

En el gréfico se han representade primeramente las designaldades més
sencillas: |

xl},o 5 x2>0; xléa‘
Para represent®r 1% ctras inecuaciones, es necesario transfomarlés‘en

ecuaciones y calcular dos puntos para cada recta y luego unirles,

2x1+3x2512_ 2x1+3x2‘ = 12
51 Xy = O,entonces 2001 + 3. %5 =12 y Xy = 4
Si Xy = O,entonces Zoxl + 3,0 =12 y X, = )

Los dos puntes de la recta tienen las siguientes coordenadas:

P, (0 :4); P, (6 ;0) y la recta serd la que pasa por P,y P,
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:Cone esa~es una d931gqaldad los puntos que la satnsfacen quedaran d

N%%flnldos por:la’regldn Que determlna la ecuac1an de la recta9 la cual

o

,d1V1de el plano en dos reglonesa ‘una hacia arrlba de P1 Pzg cuyos pun i
‘:-tos no ver1flcan la des1gualdad y otra hacia abaJo que representan lost '
Rﬂpuntos que 1a satlsfaceno Para saber cual es el 4drea que determina la Y

restrlcclon deflnlda per esta desxgualdad bastara reemplazar las coor
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‘Los puntos son ahora P, (0:2), P, (3;5)0;
, R Py ,

i

, |

]

¥

]

!

.'

4

.

3

Para determinar el Area que define dicha inecuacidén, bastara reemplazar

las coordenadas del origen:

=0+ 0L 2
Ce 0 2 correcto

.Luego, hay que considerar la zona en gue se encuentra el origen, Se ex-
cluye la otra zona gue no contiene al origen,
Bn resumen todas las restricciones quedardn representadas en el siguien-

X2
te cuadro dnico:

P LA N AR ' X
0 ! ' A 1

La solucidén del midximo se encontrarid en algunc de los vértices de la fi%
gura anterior QABCDO
'Lés etapas del simplex se pueden seguir claramente en este‘gréficoo Asi
por ejemplo, en la etapa inicial o pregiama bdsice inicial se tiene:

*1

=0 3 Xy = 0 yz=20
Nos encontramos en el gridfico cuyas coordenadas son (0;0)., Este pro=
grama inicial realizable fué a costa de no producir nada de Xy X ¥ de

jar toda la holgura mdxima posible, es decir:

xi = 12 3 xé = 2 ; xg

it}
oo

L
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La primera etapa del simplex nos dié los siguientes valores:
= § X5 = 0 z =9

) =335 % = y =
Se observa en el gréifico que este programa realizable, equivale a en-
contrarse en el vértice A del gréfico,
En la segunda etapa del simplex se llegé a los valores:

X, =3 5 X, =2

1.:. 2 2=.
es decir, se estd en el vértice B de la figura, En el ejemplo; se in-
fiere que este es el mdximo absoluto y se llegé a é1, segdn el grifico,
siguiendo la ruta del poliedro 0.A.B, No se puede captar que este es
P o J o ! ° ° ¢ £ ‘ o
el maximo, pues seria necesario dibujar la funcién z, que se desea maxi
° - 2P ) o °

mizar, pero para ellos tendriames que colocar un tercer eje perpendicu—
lar a los dos Xy = Xgo Pero puede salvarse esta dificultar dibujande
las trazas de la funcidén z a diferentes cotas de z, Es conveniente ade.
més imaginarse que estas trazas serdn las aristas de los peldafics de e-
se plano,

Tabulando la funcién z = 3 X, +:2 Xy0 para diferentes cotas en z ten-

dremos:

no
o8

i

13/2

N
]
-t
W
4
ot
08
<
fad
[\V]
g
sl
ot
06
(4]
Ll
1]
R
]
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Finalmente, en el siguiente grdfico incluiremes todo el andlisis

sz \\u

-

Problema 1, - El gridfico del problema 1 es el siguiente:
——alle s x| .

5

que corresponde al siguiente problema analitico:

Max 2z = 2 xl + 3 x_

4x1 + (Sx2 £ 24
xy + Xy < 2
Xy <3
x1>0; x, 20

En el grifice, las flechas indican las etapas del simplex y los puntos
X, ¥ % las soluciones extremas de los oOptimes, E]} trazeo X, = Xp con=
tiene todes los puntos déptimos de la funcidn, Cualguier punto del tra

Z0 xA = Xp se obtiene por combinaciém lineal de los vértices X, v ng

%

w»
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Formulacidn de problemas econdmicos a través de

programacion lineal

1; La solucién matemdtica de los problemas de programacidén 1i
neal es relativamente sencilla si el problema précfico se plantea
en la forma estandarizada., La mayoer dificultad consiste enAiggggo
lar problemas econémicos de una manera adecuada. El problema de
planteamiento constituye el objeto del presente capitulos,

Una de las dificultades mds importantes consiste en la gran va
riedad de formulaciones alternativas, A cada formulacidn correspon
de una interpretacidn econdmica diferente., Vamos a tratar una dis
cusidén sistemdtica de las alternativas de formulacién de las inter-
pretaciones correspondientes., El instrument@ mds importante de es-
ta discusién es la "notacién de cﬁa&fo"g introducida ya en el capi-
tulo anterior y la consideracidén simultidnea del problema directo y
el dual,

2, Comenzaremos analizando una empresa productora que compra
factores primarios (mano de obra, energia9 materias primas) a pre-
cios fijos9 de mercado yvende sus prodgctos también a precios fi=
jos, de mercado, Dejaremos fuera de éonside‘racién9 por ahora, los
problemas referentes a productos intermediarios y de localizacién,
tanto como los de acumulacidn y almacenamiento., Vamos a suponer
que la empresa de una manera continua y que los varios flujos de
compras, ventas y produccidén son invariables a través del tiempo,
Desde el punto de vista econdémico, es éste un models de eguilibrio
y no de égecimiento o de fluctuacién, ﬂ

Supongamos que una empresa tiene varios procesos alternativos

de produccién. En el Modelo 1, se presentan dos procesos producti

/e

-
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vos correspondientes a las dos primeras columnas dentro del cuadro;
Cada proceso tienme sus insumos de factores (¢ materias primas) re
presentades por los cceficientes a, y varios productos reéresentaa
dos por los coeficientes k. Todes los coeficientes de insumos y
de productos se refieren a uma escala unitaria del proceso, Esta
escala es una variable (x). Si la escala se cambia, todos los in-
sumos y productos cambian en proporciém con la escala, Las canti=-
dades de insumos o de productos relacionados con cualquier escala
de produccién X, é X,, 5€ obtienen multiplicando los coeficientes
ay g por las escalas deseadas,

Ademds de los procesos productives, existen actividades de
compra de factores y de wventa de productos., Por ejemplo, la ter=
cera columna representa la compra del primer factor. Vamos a adop
tar el criterio de que todo lo que dgsagarece dentro de la empresa
sera positivog y tode lo que aparece dentro de la empresa serd ne-
gativo, Por esto, la unidad del primer factor que'aparece dentro
de la empresa como resultado de la compra (a una eécala unitaria)
serd negativa. Por la misma razén, las actividades (columnas) de
ventas de productos se presentan con un coeficiente de (+1) en la

o

linea correspondiente a ese producto., Observese que los coeficien

tes de las actividades de produccidén siguen el mismo criterio,

Las escalas unitarias de todas las actividades son completa-

o

mente arbitrarias, Lo dnico que se requiere es que los coeficien

tes (y los precios gque se discutirdn abajo) sean consistentes en=-
tre 8i. Un cambio en la escala unitaria de una actividad produce

simplemente un cambio compensatorio del valor numérico de la solu

/o
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cién de esta actividad, 51n 1mp11car cambio alguno en el sxgnxflea
’ . - o P
: !

do econdmico del resultado, |

N o
Ademds de los coeficientes de insumos y de productos, las ac=
tividades también tienen precios asociados que aparecen a los pies
de las columnas, constituyéndp el margen inferior del cuadro, Los

precios se refierem a las escalas numerxeas unxtarlaso Los precios
A S
i 1
de compras son negatives 108' recios de ventas son asitivoso Los
‘\

precios asociados con las actnvxdades productivas son cero, pero po
drian ser ﬁ%tives en ©aso Quejnn todos los gastos asociadeos con la
. B . : i o

produceién fueran tomados en cuenta en forma de insumos de factores,
. { ;
i I
Por ejemplo, un impuesto proporcional sobre la produccién podria
N i . +
, h ,

aparecer como un costo de esta naturaleza. En cambio, un subsidio
[ !

proporcienal sobre la produccién pedria aparecer como un precic po

sitive al pie de la columna de una actividad de produccién,

La funcién que se maximiza se obtiene en forma convencional,
N N . ] .
multiplicande las variables directas (escalas) por los precios. Es
' ‘

ta func1on representa la u 111dad neta de la empresa compuesta de

ingresos sobre ventas de produetosg menos gastus sobre compras de

factores, ' .

= Ox #Ox =G x +0_x fcﬁxﬁ

3344 575
Las limitaciones las f@r@an las balanzas de factores y de pro

ductos, Las balanzas de factores corresponden al siguiente molde:
: aety A : ,

i §
v i

211%17212%2 X <o S (2)

(insumes em preduccién)w(c@mpras) Ko ~(prim€r factor).

" i
b
i : o/o
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Estas balanzas significan que las compras de factores tienen
que ser,al menos iguales a los insumgs de la produccidén, Estas ba
lanzas permiten un exceso de compras, implicande un desperdicio de
factores (no hay posibilidad de almacenamiento), Naturalmente, en
un programa de operacidén éptima, tales desperdicios mo van a ocn
rrir, a meno's que el iarecio de mercado del factor sea cerc, En
tonces, seria justo escribir estas balanzas en forma de igualdades
exactas, Sin embarge, por e} moﬁentg es mds conveniente dejar las
relaciones en forma de desigualdadés puesto que:

(a) los desperdicios de‘factorés“son comgletamente posibles
desde el punto de vista técnico; y se elimiman salamente en base a
consideraciones econamicaso - Pero taiés consideraciones pertenecen
légicamente a la resolucidén del problema de maximizacién? no a su
planteamientpé -

(b) el uso de igualdades exactas es equivalente a la amplia-
cién del modelo por la inclusién de desigualdades adicionales con
signos contrarioes,

Esto es innecesario, porque las balanzas en su forma de desi
gaaldades implican de por si que los~desperdicios no pueden produ
cirse si los precios de mercado correspondientes son mayores de ce
ro, Si las balanzas figuran en fofﬁa de désigualdade89 la simetria
del modelo es mas transparente y la 1nterpretacxon economlca, més
fécllo

Las balanzas de productos corresponden al siguiente molde:

k¥l argtry SO
~(bienes produc1dos)%(ventas)5;:0
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Estas balanzas significan que las ventas de productos no pue-
den exceder a la produccidn, si bien pudieran ser menores que ella,
desperdicidndose la diferencia; Por razones similares a las arri-
ba mencionadas, tales desperdicios no van a ocurrir en um programa
éptimo, Las mismas consideraciones son aplicables con respecto a
la representacién de estas balanzas por desigualdades mds bien que
por igualdades,

3. Un andlisis del Modelo 1 revela que éste no tiene solucién.
Si existen procesos productivos que conducen a utilidades positivas
(vedse cuadro B del Modelo 1) no existe impedimento alguno para una
expansién indefinida de la empresa en busca de utilidades mdximas.,
Esta expansién puede realizarse sin violar las balanzas de los fac
tores o de los productos, Por ejemplo, en el cuadro C del Modelo )
fijamos las escalas de loé procesos productivos a 10 unidades cada
una, Dentro de las primeras dos columnas del cuadre, presentamos
los productos individuales de las variables de la escala por los
coeficientes del cuadro B (allxlg 8y9%g9 853X;9 859Xg0 mk11x1°
“ky5%s5 RISEP =k22x2)o Ademds, fijamos las escalas de las acti-
vidades de compra de factores y de venta de productos de tal mane-
ra que resulten en forma de igualdades exactas en las balanzas., En
tonces, las restricciones estdn satisfechas por el conjuﬁto de las
escalas Xyooog Xgo

En el margen inferior, presentamos los productos (matemiticos)
individuales de las variaples de escala por los precios (Oxlg 0x29
:Caxsg =-(341:4:‘, C5x59 Cﬁxﬁ)o El valor de la funcidn z es igual a la
suma algebraica de los componentes del margen inferior del cuadro

C, Esta suma es de 17,700, '/>
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Se puede observar que no hay ningﬁn inconveniente para.una ex
pansién.de todas las actividades (produccian939 ventas, compras)por
un factor de 10, Tal expansidén no afecta las balanzas de factores
y de productos y produce un aumento de 10 veces de las utilidades
netas de la empresa. Se puede igualmenﬁe realizar una expansién
por un factor de 100, 1000, 10;00Q9 etc; ad infinitum; El preble=
ma de maximizacidn no tieme solucién,

?EQB?EHAO Demuestre que el problema dual correspondiente al
cuadro B es inconsistente; .

4; El problema del Modele 1 no tiene solqcién debide a que "
no presenta impedimentqs para una expansién indefinida de la empre
sa; Inéluyenda regtricciones apropiédas a esta expansiénp resulta

que existe una solucidn,

En el Modelo 2, se presentan limitaciones midximas scbre las

gsgalas de tqdas las actividades de produccién, de compra y de ven
ta9 Para que el preble@a tenga una solucién no se mecesitan todas
estas limitaciones, ?or ejemplo, las limitaciones sobre les dos
procesos productivos son suficientés_para impedir una 9xpansién‘°3
definida. Limitaciones solamente sobre las compras de factores o
sblamente sobre las ventas de productés son igualmente suficignteso
La inclusidén de limitaciones mﬁltiples tiene como coensecuencia que
no todas las limitaciones resulfen eféctivas en la solucidn,

(b) Podrian existir, ademésgriimitacioneé méximas conjuntas
sobre escalés de las varias actividades. ?Or’ejemplo9 una limita-
cién posible p@dri@ ser la siguiente:

23 4-3x < 100 (4)

.
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Una limitacién de este tipo sobre las ventas de productos puede re
sultar cuande éstos son substituidos reciprocoes dentro del consumo

(come ser: cobre y aluminie), Otras limitaciones conjuntas pueden

X B

aparecer por una serie defragonesa

PROBLEMA, Dé algunos otros ejemplos de limitaciones mdximas
conjuntas sobre las escalas Qe varias actividades,

5. La interpretacién dé las variables duales del Modelo 2 tige
ne mucha importancia eeonémiéao Lés variables duales correspondien
tes a las balanzas sé revelaé como valores internos de contabilidad
de los factoreé o de los preductos dentro de una empresa, mientras
que las variables duales correspondientes a las limitaciones maxi-
mas sobre las escalas de las actividades se revelan como "rentas
internas" de contabilidad, !

4Esta terminologia de]"réntas" es una generalizacidén del con-=
cepto clésice de rentas, én ia téoria-econémicao Una renta, en es=
ta teoria, es el precio dé un factor cuya oferta es completamente
ineldstica, Se puede considerar que oportunidades limitadas de pro
ducir, de comprar ¢ de Vende# represgnten "factores"” cuya oferta se

=

caracteriza per tal completa inelasticidad. Mé4s adelante presenta-

‘mos una demostracidn griafica de estas relaciones.

6, La funcidén del problema dual y de las restricciones duales
se puedeén interpretar fdcilmente con la ayuda de las interpretacie
nes anteriormente mencionadas de las variables duales, Las restrig

° 2 ° i o 3 o
ciones maximas sobre las escalas tienen las formas siguientes:




ngduccion; (ma11y1= 12y2%k11Y3 ly4)<(/
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- Valer agregado del prlmer
proceso productivo a
‘precios internos

Compra Yy R
Valor intexno
del primer

e

C, <
precio
del mercado

Ve - (s)
renta :
interna
del primer
proceso
productivo

Y7 (6)
renta interna
de 14 actividad

factor del primer de compra del
factor primer factor
Vepta ¥Yq 05 5;2 ~Yg (1)
Valor interno precioc de renta interna
del primer mercado de la actividad
producto del primer de venta del
producto primer producto

En los tres casos anteriores las restricciones duales tienen
éﬁdgi fondo un significad@ econdmico igual: utilizando valores in=
ternos y rentas nnterna39 ya sea se produce una pérdida de la ope=
cidén de la actividad 0, en el megor de los cases, las utilidades
son cero, Estas restricciones pueden aparecer extrafias a primera
vista, pero recuérdege de que una de las relaciones entre el pro=
blema directe y dual (pérrafo , seccidn ) es: una limitaciéﬁ
‘inefectiva en el pr?blema dual impligé un valor cero en la corres
pondiente variable directa. Por lo tanto, habiendo pérdidas? al
usar precios internos, la actividad_correspondiente no, esté»ptilif
zada (su escala es cerc), En cambio, todas las actividades de es
cala positiva producen utilidades exactamente iguales a cero ( a
pfecios interno@)o De ahi que éi éiétéma de pragramaciéh lineal
establece precios intern@s de contabilidad dentro de la empresa
actian exactamente de la misma manera como les precios de merca-

~do actuarian en un sistema de competencia perfecta.

/.
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PROBLEMA: Describa la organizacidn y las caracteristicas de un
sistema hipotético de competencia perfecta correspondiente a la
empresa del Modelo 2; |

La funcidén del proble&a émal es w g@bsy5+ooo%hloy10?

Esta funcidn se interpreta como el valer de contabilidad de

todas restricciones (méximas):sabre las escalas de las actividadesé
En la solucién del problema d‘inal9 esta funcién tiene un minimo que
es igual al méxime de la f?n@ién del problema directo#(veése pdrra
fo , Sec, ). Entonces, el valor de contabilidad minimo. de to=
das las restricciones es igua@ a las utilidades mdximas de la em—

presa a precios del mercado, 'En otras palabras, el sistema de pro

gramacién lineal distribuye las utilidades mdximas de la empresa

entre las restricciones (de escala) efectivas, (Acuérdese que las

variables duales carreap@n&iegtes a restricciones inefectivas son
cero),

7, Existen algunas relaciones interesantes entre los siguien
tes *elementos marginales“?del>M@delo 2 (los cuales se escriben en
los mdrgenes del cuadro): variables directas, variables duales,consg

tantes de precie y constantes de restricciém.

En ilustraciones 1 y 2 se presentan las relaciones pertenecien

C=3

tes a ventas de productos y a%compras de factores, BHstas activida

des tiemen precios de mercado fijos; sin embargo, los valores inter

nos de los factores v de los productos no son necesariamente igua-

les a estos precios de mercado,

En los pérrafoe siguientes vamos a discutir las relacicnes ep
tre los valores internos y los precios de mercado, Haremos compa-

raciones de goluciones diferentes correspondientes a varios proble-

o/ o
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mas cuya estructura de coeficientes de insumos vy de productos es
diferente, y no de valores diferentes de las variables de un pro-=
blema dado, .

(a) Las variables duales de los valores internos correspon—
den a las balanzas de factores y de productaso Si en la selucidn
una balanza ne es efectiva esto significa el desperdicio de un fag
t@r o dé un preducto, En consecuencia, en tales casos de la desi-
gualdad fuerte, la variasble dual carréspondiente es cero, Entonces,
el valor internc de un factor o de un producto no puede exceder de
cere, a menos que la balanza correspondiente esté satisfecha con
una igualdad exacta? En lo que sigue? supondrémos de que éste sea
el hecho,

(b) Bl valor interno de un factor o de un producto es igual
a su precio de mercado cuando su escala de compra o de venta en la
solucién es mayor que cero, perc es ﬁenor que la limitacidn correg
pondiente sobre la escala de compra o de venta,

(¢) Cuando la limitacidn en la escala de cémpra'o de venta
es efectiva en la solueidn, la diferencia entre precios de mercado
y el valor interno corresponderd a ung nueva variable dual que se-
ré4 designada como mné "renta interna" sobre la eportunidad escasa
de compra o de venta. Un estudie cuidadose de las ilustraciones 1
y 2 demuestra que en tales casos existe una diferencia favorable
(del punte de vista de la empresa) entre valor interno y el precio
de mercado. (Para ventas, el valor interne es menor que e€i precio
de mefcadag lo que significa que el mercade pone una valuaciin mds

alta sobre el preducto que el sistema de contabilidad de la empre=

./

3



=11=

sa misma; y xigg versa con;respect@ a compras)., Sin embargo, apa-
rece una nueva variable dual que aprovecha esta diferencia favora-
ble y la asigna como "renta interna" (de contabilidad) a la oportu
nidad escasa de venta o de coinprao

(d) Cuando la diferencia entre un valer interno y el corres=
pondiente precioc de mercado eﬁ la solucién es desfavorable desde
el punto de vista de la empreéa9 la actividad no estard incluida
en el programa. (Su escala serd cero),

En las ilustraciones, se demuestra el cambio de la re;acién
entre el valoer interno y el p?ecio de mercado fijo cuando la esca-

la de compra o de venta cambia en la solucién., Obsérvese que el

gréfico de venta es similar a un grifico convencional derdemanda
en el cual una cantidad forma:el eje horizontal y un precio forma
el eje verticalc La diferencia principal entre un grédfico de ven
ta y un gréfice convencional de demanda consiste en que un grédfico
convencional de demanda muestfa un decrecimiento gradual de su pre
cie al subir su cantidad, mieﬁtras que en ﬁn grifico de venta el
precio (valor in?erno) baja en el modelo, un escaldn; al subir la
cantidad (escala -de venta),

‘Igualmente, el gréficp dé compra es similar a un grdfico con
vencional de oferta,

8, En las ilustraciones'l y 2, se presentan las relaciones
matemdticas que forman la basé de las descripciones en los péarra-
fos (b) hasta (d) de la seccién anterier, Estas relaciones mate
méticas forman una aplicaeién(del principio que sostiene que desi

gualdades fuertes en la solmciép del problema directo implican un

v
o,/o
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va#o: cero en 1& variable d@al c@rrespanﬁiagt#_y que desigualdades
fqertesken la soluéiép del problema dqai implican un valor cero en
la variable directa corresppndiente? ‘(?é;Be pdrrafo , Sec, del
capitulo anterior). Ademds, en la ilustracién 3 se desarrollan re
lgciones seme jantes para actividadés de éteduccién gue gontienengﬂ
"valor agregado interno" de la pr@dueeién en lugar de simples valo=
tes internos de un solo facter o prodncteo

PRQBLEMAS; 1) Haga una interprétacién verbal aetallada de

~la ilustracidn 3o
2) Desarrolle las relacigpes matemidticas coerres—
pondienteé a las Figuras B (Iluétraciones ly 2) y B y Q (Ilustra=
cién 3),
» 3) &Qué pasa cuando existen limitaciones conjun-
tas para las escalas de algunas actividades? = .

9, En las secciones anteriores se presentd una interpretacidn
del Modelo 2? En ese modelo, se encontraron dos tipos de restriccio
nes:

a) balanzag de factores y de productes;

b) limitaciones sobre las escalas méximas de las actividades

':de produc¢ién? de venta y de compra,

En ésta seccidén vamos a introducir limitaciones sobre las 8~
calas gigipas de las actividades derpfoduc@iéng de compra y de ven
ta,

Limitaciones de éste tipo pueden tener su origen en diversas
.sitna@ienes practicas. Por ejemple, pgeden existir contratos le=

gales que especifiquen que la empresa compre al menos una cantidad

2

Y
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minima de un factor determinado. O bien, que la empresa puede se=
guir la politica de producir una serie completa de algunos produc—
tos interrelacionados, aunque uno o dos de estos no produzcan ga-
nancias,

El Modelo 3 representa un problema de programacién lineal que
contiene este tipo de limitacién minima scobre todas las actividades
de produccidén, de compra y de venta, Algunas consideraciones sobre
estas limitaciones son completamente andlogas con las consideracio
nes ya discutidas en relacidén con las limitaciones mdximas, (a) En
muchos problemas prdcticos se necesitan todas estas limitaciones,
bastan solamente algunas, Aungue solamente algunas (o ningunas)
de estas limitaciones serdn efectivas para la solucién., (b) Podrian
existir limitaciones minimas conjuntas sobre las escalas de varias
actividades,

Una diferencia importante entre las limitaciones mdximas y
las limitaciones minimas consiste en el hecho de que las limitacio
nes minimas operan en el sentido contrario a la expansidn de la em
presa, Habiende, por lo tanto, algunas actividades productivas que
conduzean a utilidades positivas, todas las limitaciones minimas
pueden ser omitidas, sin que estc signifique una expansidén indefi-
nida de la empresa., La tarea de impedir una expansidén indefinida
corresponde a las restricciones midximas., En cambio, imaginémosnos
una situacidén en que las relaciones entre los precios de los facto
res y de los productos son tales que todas las actividades produc=—
tivas conduzcan a una pérdida: en este caso, la empresa va & ba%

Jar al nivel de estas actividades a cerec, a menos que las limita-

o/ o
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ciones sobre algunas escalas minimqs se lo impidan; Existiendo eg
tas limitaciones minimas, la solucién del problema lo constituird
una estructura productiva que minimiza las pérdidas9 consistente
con las escalas minimas prescritas, y no un nivel de produccidn de
cero,

10, Las variables duales relacionadas con las restricciones
mfnimas‘pueden interpretarse como "subsidios internos"” de contabi-
lidad, Estos "subsidios internos"” se asignan a actividades que no
podrian operar sin pérdidas (a precios internos) careciendo de ellos,
Esta interpretacidén resulta mucho mds clara al considerar las inte;
rglacipnes de las variables directas y duales y las constantes de
precio y de limita@iéna (Véase ilustraciomes 4 y 5).

Las restricciones: del problema dual tiemen las siguientes for

mas:
Producecidn
(way)y=a19¥ 54y Vg¥a V) < Vs Y11 (9)
valor agregado del primer renta interna subsidio interno
proceso productive a precios del primer del primer
internos proceso proceso
‘ productivo productivo
Compras .
o< Cq ty, =y,5 (10)
‘valor interno precio de mercado  renta interna subsidio
del primer del primer factor de la aectividad interno sobre
factor . de compra del la actividad
' primer factor de compra del
primer factor
Venta:
V3 2 €y Yo 4y (11)
valor interne precice de mercado renta interna subsidio
del primer del primer de la actividad internec sobre
producto producto de venta del la actividad

primer producto de venta del
primer produg
to. -
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La interpretacidén de estas restricciones es semejante a la inter=
pretacidn ya representada para el caso en que no existian limita-
ciones minimas, Para las actividades de ventas y de compras las
ilustraciones 4 y 5 demuestran que el valor interno de un producto
o de un factor es igual al precio de mercado cuando la escala de la
actividad de venta o de compra estd entre el mdximo y el minimo,
Cuandoe la escala es igual a la limitacidén mdxima, el precic de mer
cado es modificado por una "venta interna" que estd representada
por una variable dual correspondiente a la limitacién mdxima dentro
del Modelo 3. Esta venta es exactamente suficiente para eliminar
las utilidades que aparecerian a precios internos de contabilidad,
En cambio, cuando la escala de compra o de venta es igual a la 1li-
mitacién minima, el precio de mercado se modifica por un "subsidio
interno" que es exactamente suficiente para eliminar las pérdidas
que aparecerian a precios internos de contabilidad.,

La funéién del problema dual consiste en una suma algebraica
de los productos de las rentas internas por los limites miximos,
menos los productos de los subsidios internos por los limites mi-

nimos,

WS bk o ctby oYy o=y 1370 e o PggYag (12)
En otras palabras esta funcién significa el valor de los limites
miximos, a precios de subsidios internos, El minimo de esta fun-
cidn es igual al midximo de la funcién directa que significa las
utilidades de la empresa, Por lo tanto, la sclucién del sistema

distribuye las utilidades de la empresa, aumentadas por el valer

o/ o



] 6=
de los subsidios intérnosgentre.loé limites midximos efectivos de
las varias actividadeso

En la Ilustracién 6, se presenta una sincpsis de las distin-
tas configuraciones de precios y de restricciones,

‘PEOBFEMQSO 1) Dé una descripcién matemitica y verbal del
efecte de una limitacién minima 'sobre la escala de una actividad
de produccién, Use los patrones de las Ilustraciones 3 y 5,

2) Prepare un anilisis detallado (a) de las di-
ferencias y b) de las analogias de los Modeles 2 y 3.

3) Prepare un andlisis matemdtice y verbal de
los varios casos de limitaciones y de precios presentados en la
Ilustracidn 6,

11. Los productos intermediarios se pueden incluir en los
mode}os gsin dificultad alguna, Desde el punto de vista de la em~

4 ’ .
preség productos intermediarios pueden ser de varios tipos:

a) Los que ne se compran ni se venden, solamente
se producen y éonsumeﬁ dentro de la empresa;

b) los que se pr@ducem y consumen dentro de la
empresa y ademds se pueden vender;

¢) los que se consumen dentre de la empresa y
ademis se pueden producir o comprar;

d) los que se consumen dentro de la empresa y
ademds se pueden pfoducirﬁ compraf o vender (los precios de com=
pra y de venta en el mercado pueden ser diferentes).

Para formular un modelo general (véase Modelo 4) no se nece=

sita distinguir los varios tipos de productos intermediarios, Las

-
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actividades de produccidén cambian solamente en cuanto a que ahora
se pueden encontrar insumos de productos intermediarios, En el mo
dele, tales insumos aparecen con un coeficiente k positive (en los
modelos anterieres, todes los k eran negativos), Ademds, aparecen
actividades de compra de productos intermediarios a precios fijos
de mercado, Las actividades de venta de productos ne varian; la
dnica diferencia con respecto a medelos anteriores es que algunas
de estas actividades de venta se refieren ahora a productos que pue
den actuar come insumos de otras actividades de produccidn,

Las balanzas de factores quedan como eran y las balanzas de
productos también mantienen su forma anteriores, con la dnica dife
rencia de que las actividades de compra de productos intermediarios
contribuyen un término adicional,

PROBLEMA: Analice las interrelaciones de variables directas y
duales y de constantes de precios y de limitacidn en el Modelo 4,

12, Los medelos 2,3 y 4 tienen formulaciones alternativas en
las cuales las actividades de compra y de venta no aparecen en for
ma explicita, Estas formulaciones estdn basadas en el hecho de que
la l6gica del sistema no permite soluciones donde existen desperdi
cios de factores o de productos, siempre que los precios de merca=
do de estos productos ¢ factoeres sean mayeres de cero, Luegojusan
do las balanzas como ecuaciones, podemos obtener expresiones para
las variables de las escalas de ventas o de compras en términos de
las actividades productivas, y susbtituirlas en las inecuaciones

de los limites méximo y minimos. Los precios de compra y de venta

o/
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se usan de manera seme jante para establecer valores de mercggg pa
ra las actividades proddctivasa Por ejemplo, el Modelo 3 se pue=
de-transfo;mar en el Modelo 5,

Las funciones directas y duales del Modelo 5 son las mismas
que las del Modelo 3? La ferma exacta de la funcién del problema
directo eé diferente en los dos modelos, pero la interpretacién de
la funcién es igual: significa las'utilidades de la empresa a pre.
cios de mercado.

Las soluciones para las variables directas y duales incluidas
en el modelo son también las mismas? En.cambio; las restricciones
80p diferentes; en el problema directqg las balanzas estdn ausen~-
, tes-y también las variagles,duales cerrespondientes que signifi-
can valores internes, estan ausentes; en el problema dual, tenemos

restricciones conjuntas sobre las ventas internas y los subsidios

o

internos que tienmen un menor grado de claridad que las restriccig
nes duales en el Modelo 3, aunque tengan el mismo significado ecg
némicog
Finalmente, hay numerosas formulaciones alternativas que pue
" . ,
den considerarse come transiciones éntge las formulaciones del Mo
delo—y del Modelo 5, manteniendo algunas actividades de compra o
de venta en forma explicita y condeﬁsando las otras de la manera
correspgndiepte al Modelo 5,
PROBLEMAS: 1) Dé una interpretacién werbal de las restric
ciones duales en el Mcdelo 5;
2) Elimine las actividades de compra del Kode-

lo 3, condensdndolas de la manera correspondiente al Modelo 5, y

dejando las actividades de venta en su forma explicita.
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13, En las secciones an@eriores9 se discutié el planteamien
to del problema de produccidn de una empresa que tienme que confron
tar precios fijos de mer@qdwo. Los modelos obtenidos pueden rein-=
terpretarse con facilidad, para representar gistemas econégicos de
competencia gerfecta-en una industria, en un gector, ¢ en una eco-=

nomia compleja compuesta de varios sectores,

Comenzaremos esta reinterpretacién basdndonos en el Modelo 3,

Las actividades en un modelo de competencia perfecta tienen

que considerarse come un conjunto de empresas individuales que for

man parte de una ipdustnig? una industria entera o un sector indus
trial? La escala de estas}actividades se refiere a la produccidn,
compra o venta total del conjunto de las empresas que forman la ac
tividad. Las balanzas y limitaciones se refieren a la totalidad
del uso de un factor o de 1la ﬁroduccién de un bien por todas 1las
empresas Que forman las varias actividades, Las variables duales
correspondientes a las balanzas que significaban Valores internos

de contabilidad dentro de la empresa, ahora se reinterpretan como

precios de mercado; las variables duales que significaban rentas
a0 q i

y subsidios internes ahora se reinterpretan como rentas y subsi-—
dies actuales, pagadag por unas empresas individuales a otras em-
presas individuales, |

Tomando en cuenta las reintefpretaciones de las variables
duales, jcudl es el signifﬁcado de los precios fijos a los pies
de las columnas? Aparenteﬁenteg hay mds que un precio para cada
factor o cada producto: un precio fijo constante y un precic de

variable dual,
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La interpretacidn de los precios fijos es el elemento criti-

co del problema, KEstos precios tiemen su origen fuera del siste-

ma_comparativo considerado en el modgloo Por ejemplo, si el mode=
lo se refiere a un sector industrial, los precios fijos de los fac
tores bdsicos pueden ser determinados por la interaccién de todos
1os sectores de la economia, y desde el punto de vista del sector
estudiado aparecen como constantes, (Al menos, este es el casc en
la primera aproximacién; actualmente, cada sector individual tiene
un cierto grado de influencia sobre los precios bdsicos dentro de
la economia total). Les precios fijos de los productos pueden ser
impuestos sobre el modelc de un sector de manera similar por otros
sectores o por la competencia extranjera, Igu.almente‘9 en un mode=
lo de la economia total de un pais, los precios fijos pueden ser
impuestos por el comercioe exterior, De todas maneras, los precios
fijos son impuestos ospre el modelo desde afuera,

Las Ilustraciones 1, 2, 4 y 5 demuestran las relaciones entre

o

los precios fijos y los precios variables, En el modelo competiti
vo, todos les precios correspondientes a variables duales son pre-
cics de mercade que afrontan las empresas individuales., Las res-

tricciones duales especifican ahora que ninguna empresa puede ob-

tener utilidades positivas, a prgcios de mercado (inc}uyendo ren=
tas y subsidios), que figuran en el modelo? Las empresas que pro
ducen tienen utilidades iguales a cero (esta cendicién es familiar
a un sistema de competencia perfecta); mientras que las activida-
des potenciales que conducen a pérdidas (a precios de mercadc) no

se realizarin con escalas positivas,

/s
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Como se puede ver en ias ilustraciones, el precio variable
correspondiente a una balanza es igual al precio fijo impuesto sgo
bre el modelo en case que ni la limitacién mdxima ni la limitacidn
minima sean efectivas. Siﬁuna limitacién mAxima es efectiva, se
produce una dife?encia favorable desde el punto de vista de la em-
presa individual, pero ésta es "aprovechada" por una renta que se
determina de manera competitiva y que las eﬁpresas particulares P2
gan a la empresa (o al gebierno o al individuo) que controla el ra
cionamiento de acceso a la oportunidad limitada de producci6n9 dg
venta o de compra. En camﬁi@a si una limitacién minima es efecti
va, se produce una diferencia desfaverable y se requiere un subsi-
die determinado de manera competitiva que se debe pagar a las em-
presas (por un gobierno o por otras instituciones) para gue la li-
mitacién minima pueda satiéfacerse?

En resumen, los preciés fijos tienen una naturaleza de pre=
cios impuestos sobre el siéteha que pueden definir los precios de
mercade por una renta o per un subsidio determinades de manera com
petitiva,

o

La reinterpreta@ién de las funciones que se maximizan o mini
mizan se present@rﬁ mis adelante,

14¢ En investiga@ionés priacticas de un sistema competitivo,
ya sea de una industria, de un sector‘@ de 1la ecqnomia entera de
un paisg es raro encontrarisemejanzag completas entre el Modelo 3
(§ del Medelo 4 que es su generalizacidm, ineluyendo product@s in

termediarios), y todos los precios impuestos desde afuera del sis

tema y todas las limitsciones midximas y minimas que se realizan en

/e
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lalagtualidads Es més tipico que existaﬁ algunos precios‘impuesé
tos desde afuera y algunag limitacionés médximas y minimas,

Analizandq un sectcr,‘pdr lo general? 1@s>precios de los fac-
tores bédsicos y los precios de productos intermediarios comprades
a otrqg secteres son impuestos desde'afuerag Ademésg los pregios
dg }Qs productos que se exportan o que se venden a otros sectores
también pueden ser impuestogovEn cuanto a restriceiopesg por lo
genexa}, no se encqen#ran 1imita¢iopes méximas sobre las compras
con la pesible excepciép de materias primas provenientes de cier-
tas fuentes preferidasf Limitaciones minimas pueden aparecer por
yarias razones; por ejemplo9 se puede especificar una escala minif
ma de preduccidn de algunos bienes estratégicos, o una escala mi=‘
nimg deautilﬁzacién de mano de obra en casos de desempleo?

En el estudio de la economia entera de un pais, por lo gene-
ral una variedad de precios de imp@rtacién y de éxpartaeién se im
ponen desde afuera? Ademds, debido a razones socialeg y politim
cas, se puede especificar un precio fijo para la mano de obra, En
cuanto a restricciones, se pueden encomtrar limitaciones miximas
sobre las exportaciones y sobre el uso de divisas, (En tales mo-
delos, es casi siempre aconsejable designar actividades distintas
para ventas internas y exportaciones, per un lado, y para compras
internas e importaciones, por'el otrc)o Ademés, existen limites
méximos sobre las disponibilidades de factores, y limites minimos
pqeden imponerse sobre las esgalas dg prpduc@ién de algunos sec=

tores o sobre el empleo de la mano de obras

V2

¢



€]

<

-23-

15, En la funcién;dei problema directo tanto como en la fun

cién del problema dual apa%ecerén precios de mercado, estando sa=
tisfechas las siguientes cgndiciones:

a) Las actividades qué tienen precios fijos impuestos desde
fuera, no serdn sujetas a 1imitacigheé méximas o minimas,

b) Compras ' que ne tieéen precios fijos serédn sujetas solameg
te a limitaciones méximas, :

¢) Ventas que no tienen preeiqs fijos serén sujetas Sqlameg
te a limitaciones mdximas, |

PROBLEMA, Compruebe lés afirmaciones arriba presentadas, Use

C ‘ .
el Modelo 3 y las relaciones apropiadas entre las limitaciones efec

tivas y las escalas de lasvariables duales correspondientes., Re=-

4
i

cuérdese que las variables?duales cdrrespoﬁdientes a las balanzas
son los precios de mercado,

Cuando en las funciongs del problema directo y del problema
dual aparecen sqlamente préeios de mercado, la solucidn del siste
ma es equivalente al maximﬁm del ingreso nacional (en un modelo de
la ecqpomia entgra) ¢ la parte del ingreso nacional gorrespondiea
te a un sector o a una ind&stria (en un modele parcial), Cada adi
cién de precios fijos nqev&s ¢ de otras limitaciones efectivas a
un tal "sistema eficiente“fimplica la distorsidén de la estructura
de produccidn, é

PRQBLEMAé gcuﬁl es laffun@ién que se maximiza en el proble-
ma directe y cudl es la qug se minimiza en el problema dual ¢n un

sistema de competencia perfecta correspondiente al Modelo 3%

i
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Un "sistema eficiente" se puede plantear en varias maneras,
Se requiere por lo menos un sele precio fijo que sirva como medida

para otros precios del modelo; este es el equivalente (en la fun~-

o o 2

cién directa) de maximicién de la cantidad de un solo producto, o

de minimizacién de la cantidad de un solo factor, con todos los o=
e i : 08

tros factoges y productgs ya prescritos, O bien, se pueden fijar
los pfecios de algugos factores o de élgunos productos; o de combi
naciones de ellas; pero para asegurar la existencia de una solucidn
se necesita mantener un suficiente néaerq»de restricciones en el

‘"sistema eficiente", (En caso extremo, si todes los precics sonm

fijos y ne hay limitaciones, sélamente balanzas, obtenemes el sig
tema del Modei@ 1 que no tiene solucién};
PRQBLEMA; Construya un "sistema eficiente” de competencia per
fecta, -
a) con precios fijos para todes los factores, pero

ninguno para les productos;

b) con precios fijos para todes los productos pero

ninguno para los factores;

¢) con el precio de un sole factor fijo;

d) con el precio de um solo preducto fijo,
169 Los diversos modelos de competencia perfecta se puede@

condensar (eliminando las actividades explicitas de compras y de

ventas) de la misma manera que en el -casoc de los modelos correspon

dientes de empresas,

2 !/f’.
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PROBLEMA Condense les modelos a), b) ¢) y d) del problema

anterior,

17 Un modelo muy importante para un sistema eficienfé de
competencia perfecta puede obtenerse (para una economia entera)por
una generalizacidén de modelos de insume y producto de .Leontief
(”input-—output“)° Modelos gepe;alesgde este tipo pueden usar toda
la informacidn empirica contenida en los cuadros de Leontief exis-
tehtes para varios paises, En el hecho, existencias de Leontief
constituyen un caso especial de modelos de programacidén lineal muy
simplificados, donde a) cada industria es representada por una so
la actividad? siende que en los modelos de programacidén lineal se
pueden incluir actividades alternativas para cada industria en ca-
so que asi se desee; b) cada industria tiene solamente un produc-

to siendo que los productos juntos son permisibles; c) en este sig e

tema se incluye scolamente un factor, mientras que por lo general se
pueden considerar restricciones sobre varios factores,

En virtud de estas simplificaciones, la solucidn de sistemas

de Leontief se puede obtener a través de métodos mds simples (in-
versién de matrices) que los métodos para resclver problemas gene-
rales de programaciéh lineal,

Un sistema de Leontief en lézmotacién de programacién lineal
se presenta en el Medelo 6, en dos formas alternativas; En la for
ma A, el aspecto del modelo es muy semejante aun cuadro de Leontief
en su forma nermal; solamentesaparecen desigualdades en lugar de
igualdades, y para obtener el sentido requerido de los signos de

desigualdad, les signos algebraicos estdn invertidos, Se puede de

mostrar que en condiciones especiales del sistema de Leontief, to=

/.
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“efones dxrectas y duales son efectlvas, Por esta

i'e des1gua1dades déblles es equ1valente al uso dq;iftﬁi”;"

ignaldadea exactasob

En la forma B del Modelo 6 las actlvxdades de compra y de ven‘

;jta estén’eqir1tas explicitamentec an sélamente un prec1o fljo; eli% ?ffwﬁ

lyde la mano de obra, este precio es arbxtrarxo y se ija en 1 Se 1m
‘”jf%ponen 11mitac10nes m{nimas sobre las ventas que son 1gua1es a las ffl -

égmandag finglesq Como se vey~quando hay producciones PQBIFiYQQg:-?;

R4 = 1
Vo= ¥,
Y3 = ¥p

‘ Egtag'variableﬁqduales son precios dg‘meréado'que'pggtédgntgn'?

A De las restricciones duales de la parte A del Modelo 6 en for
"i ma de igualdades exactas, se obtiene.

(=1 )(a22-1) (-1 )“21

X y1‘= — 11 Al- 12 Ag
Vp = ( 11)(°11 1) (‘12)“12 w1y Apm 1y Ay LT

(“11’1) (Azz‘l)'“lz 21
Las A son los coeficientes tgmiligres de' la matriz inversa del

sistema de Leontief.

18, El inconveniente préctico més importente del sistema de

/s
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incluyan los efectos debidos a restricciones sobre las disponibilji
dades de varios recursos fundamentales dentro de la economia (mano
de obra, capital, divisas, capacidades de produccién de materiales

bdsicos), estos precios podrfan utilizarse en estudios sectoriales

o en la evaluacidn de proyectos individuales como medidas para los
costos de oportunidad.

En el hecho un sistema empirico de Leontief se puede generali

zar con esfuerzos razonables de tal manéra que incluya restriccion

nes miltiples sobre los recursos. Por lo general, tambiép se deben

incluir actividades alternativas de importacién y de exportacidén
(dentro de las industrias individuales o en el sistema de Leontief,
las proporciones del comercio exterior con respecto a la produccidn
son fijas); ademds, se pueden incluir procesos de produccién alter
nativos (por ejemplo, procesos intensivos en el uso del capital y
otros procesos intensivos en el uso de la mano de obra), El traba
jo empirico que se necesita para tal generalizacidén consiste prin~

cipalmente en la compilacién de coeficientes de insumos de los va—

rios factores escasos, y ademds de la desagregacidén de industrias
8i se requieren procesos de produccién alternativas,

19, Problemas de localizacién de actividades econémicas pue-
den tratarse con mucha facilidad a través dg modelos de programa-
cién lineal. Estos problemas pueden encontrarse en conexién con
las operaciones de una empresa, o en conexién con el equilibrio
econémico de un sistema competitivo, Como se discutié en seccio-
nes anteriores, los moldes generales de modelos de una empresa y

de un sistema competitivo son muy semejantes; por esto, la discu-

/.
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sién de problemas gé localizacidn se puede extender ggbre ambos ca
808 de un modo conjunto,

Los problemas més senci}los de este tipg se pugdgn tratar con
técnicos més simples que la programacién lineal, Por ejemplo (é)
la me jor ubicacién de una empresa que usa up_solq proceso prodncti
vo, con dos o tres materias primas principales y un prodncto? se
puede obtener a través de métodos geométricos., Un otro métpdo que
se pngde usar es el de calcular la suma de los costps de produccién
y 193 cogtos de transporte sobre las materias primas y el producto,
repitiendo esta calculacién para los principaleg puntos altgrnatif
vos de localizaciép; (b) Si hay varias empresas que producen un pro-
ducto dado, y se conocen los distintos costos de prodncci6pé méto-
dos ggométricos o métodos simples de computacidén pueden utiiizarse
para predecir la mejor distribucién de este producto en un mercado |
esparcido sobre una érea geogréfica extensa; (¢) Un problema muy
similar al problema anterior es el de predecir la mejor‘distribnf
cién espacial del abastecimiento &e an 2$gg que se usa en distjnf
tos puntos dgdos y que se produce en unidades productivas esparci-
das sobre una superficie geogréfica;

En cambio, los métodos simpleé no pueden tratar, de ngﬁn mo

do satisfactorio, con problemas en los cuales distintos procesos

productivos, varios productos y varias materias primas, diferentes

mercados y distintos puntos de localizacién simultineamente desem
pefian papeles importantes. Este tipo de problema, sin embargo, se

encuentran en muchos estudios de sectores industriales y en inves~-

S
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tigaciones del desarrello regional., Ellos se pueden resqlver s80=
lamente con una técnica még efectiva: la programacidén lineal,

20, Para tratar con Prablemas de localizacién a traves de
programacidn lineal, es copveniente hacer distinciones entre cua-=
tre grupos de rubros de insumeo y producto: factores inmoviles fac-
tores méviles (inciuyendo materias primas), productes intermedia-
rios y productos finales, ﬁLas actividades mismas se glasifican
en actividades de roducciéna de compras de factores y productos
intermediarios, de ventas de productos intermediarios y de produe-
tos finales, y de transgdr?e de factores y de productoso

21, Como en los modelos anteriores, hay tres tipos de res-
tricciones en el modelo directe (a los cuales corresponden varia-
bles duales): balanzas, limitaciones mdximas y limitaciones mini-

mas,

(1) En modelos especiales, se requieren balanzas distintas de

cada factor en todes los lugares domde se compra y donde se usa en

la_produccién y de cada producto donde figura en la produccidn y

ez

H N - i [ 2
onde se vende, Las variables duales correspondientes tienen el sen

tide de precios internos de contabilidad cuando se trata de un mo=

delo de una empresa; o de precios de mercado cuando se trata de un

modelo de competencia perfecta, Como se puede ver, en la solucién
del problema dual se obtienen precios distintoes cerrespondientes
a cada lugar donde se compra, usa o vende algo; en otras palabras,

se obhtiene una estructura‘especial de precios,

(2) Las restricciones mdximas y minimas desempefian el mi smo

papel, tienmen el mismo significado econdmicos y son liadas a las

/s
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variables dqales de igual manera que en los medel@sidis¢mﬁid@s en
secciones anteriores, |

22, Como en m@delog no espegialgsé existen ferm§s "e0nQen§af
das" de los modelos en los enales_ﬁddas ¢ algunas actividades de
cqmpra y de venta son éliminadas; Estag formas condensadas de mo~
delos especiales tienen un més‘altg grado de transpa:enciavy por
eSté'son mds ﬁtiles que las formas candepsadas de los modelos ante- -
?iorés; porque laé activiégdes de ﬁ:gpspéffe pueden'interp:etarse
como compra en lugar Ay una venta en lugar B. De les cuatro mo-
delos espaciales prgsgntados aqui, los Modelos 7,8 y 10 son formas
condgnsadasg

23;' El concepto derﬁeficiengia" de un sistema competitivo se
puede extender sin algunas dificultades a los modelos espaciales,

Todos los sistemas espaciales preséntadqs en los Modelos 7 hasta

10 son eficientes. En un sistema eficiente, no se encuentran 1i-

mitaciones minimas efectivas sobre las escalas de las actividades

de transporte.

PROBLEMAS: (1) Dé una interpretacién verbal de los modelos

presentades,

(2) ?resente las fqtmas pgvcogdensgdas de los mo
delos 7,8 y 10, o
(3) ?ncluya uhallimitacién individual mé?iﬁg-seé'
bre la escala de una actividad de transporte
en cada modelo. Qué es la diferencia entre
“kﬁél restriccidn y las restficcion&s méximas

juntas que se encuentran en estos modelos?

/s
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