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'CAPITULO 111

MATRICES

3.1 Introducción:
En el capitulo 1 se present6 la necesidad de dar al-

gún nombre a ciertas ordenaciones de números reales prov~enientes
de la ~esoluci6n dé sistemas de ecuaciones li~éales. Dichos
eu.adros de números, que hemos llam,ado matrices, fueron sometidos
a ciertas operaciones elementales, ya que provenían de las ecua-
ciones" y dichas operaciones eran perfectamente legitimas en los

, sistemas de ecuaciones f. En esta E~t~~pa IJrescJ.ndirem.os del ~)l"j,gerJ.d,e
dichoR n6meros y 8610 consideraremos un nuevo ente matem'tico que
llamaremos matriz y estudiareín.os detexl; ..{la.m(~nte sus plllopietiad~~s .• Fi., ..
nalmente, cuando téngam,os la unidad conceptual y un grupo de
pro~iedades, entonces volveremos a ver su aplicabilidad en la
resoluci6n de ecuaciones.

Definici6n: Una matriz es una colección rectangular orde-
nada de-num,eros, .escri ta en la fOrirt8:

• ~ ~ • • • • • • • • • Q • o • o o

ta a2122

a 1 am.,. m.2

aln

• • • a2n

....
(1)

.Com,oeste cuadro es un rectán.gulo bid:lmensional de afIe-
mentos, ~~ ~reciso observ~r la presencia de un doble sub-indice
para representar un elem.ento cualesquiera, 8':!.j de ..la matriz,

Convención:-.--'----
El, primer sub-indice u 191 se refiere. a la. fila y

el segundo sub-índ1ce n j" a ,la colu,mna.' Así el elemento ubica-
do' .en la terc~ra fila y primera colum.nap se denota a31- Com.o
puede verse la matriz (1) posee m filas y n columnas, 'lo cual
permite caracterizar perfectamente la forma de la matriz; es por
es6 que ~na matr~z del tipo anterior ee dice que es de orden m
por ns(m, n). Notaremos que el orden dé la matriz es: (núme-
ro de filas) x (número de columnas) y no lo contrario.



Ejem,plo:

1 2
es una matriz de 2 x 2;~l O

la m,atriz

1 1

o 1 es de orden 3 x 2 y no de' 2 x 3

1 1

Em,ple.arem,os letras m,ayúsculas AíJ Bl) 1> o "para designar
un~ matriz~ Coirientem~nte se emplearán diversos tipos de '
¡:~aré:ntesis para indicar el cuadro dee'lem,elltos; .téniélldose los
pal~éntesis y corclletes com,o 1(;8 más lisados () y [ ] ~ No > se
descartará tam.peco la! posibil:id,ad. d.e llsar dos rayas ver~ica";'
les 11 11 o

Ejemplo:

A = 1 2 3

2 1 3

1
esta matriz es de orden 2 x 4

2

o bien, escribiremos A(2; 4)
En g~neral escribiremos uoa matriz de orden m x n en la

for~.a ~

a11 a12 a111

A _. a21 a22 a
211

am,l 'o ~', ()' a ¡un

. Los símboldiJ A y aij no indican exp11c~tamente. el orden de
la m.atri,z; conCI~etalnente no se sabe cual'"es el' ntÍm,ero de f',i,l'as
yde columnas que la integraDo Dicha notaci6ri se justif~ca~{
únicam,ente en los casos~in q,ue el orden sea conocido ....de al1tem,a...
no~ o se indique aparte o

Los elementos de una matriz pueden ser de otra índole dis-
tinta de los aquí considerados~ a saberj pueden ser fraccionarios~
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núm,er1os complejos, propiedad,es, etc.

Una matriz de orden m x n conceptualmente puede consi-
derarse COllSti tuída por n vectores-colum,nas, o bien, por ID;
vectores-filas, cad'a uno 'de los cuales posee m y. n componen-
-tes.

Adoptar-emos la siguiente 110tación para indicar los vec-
tores-columnas que forman la matriz A(m, n} = t aijJ

a1j

a .'j= y, ai = ••.• ain]

En donde a.. es el j-ésim.o vector-colum,na, adem,ás.J /
j= 1,.2, ..• n. En igual forma ai es el i-ésimo vector-fila en
,que' i- = 1, 2 ••. ni • Osea, que la matriz A puede escr-lbirse
en la .forma; siguie~nte,:

«1

0.

=

amna, ••••DlJ

a1j •.• aln

a2j • •• a2n

. a -' · a••• .1Jo •• in

• ~ ••••••••• '~ ••••• o •• o ••• o

amI,
¡ •••••• ~ ••••••••• -. o ••• 6 •• o •

I al1 a 1-2

a21 a22A=

i - 1, 2, m- 1 La- .• . ]o biell: A = .1 a a, a.;o~ o ,. . o

j = 1,_ 2, n 2 j n.. .-

Existen diversost'ipos- de m.atrices que posteriormente ex-
plicaremos detalladament~e o Esta caracterización es m.uy útil en
la formación dé productos.

3 "2'- Operaciones co-n Matrices. Se notará el"l esta parte una
enorme símITi'fud con el capitulo de operaciones entre vecto-res.
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Dicha' s~meja~za no es casual, sino' que tarito'l~~' vebtoies' cd-
mo láé '~atrices son todos casos particulares de un ente mucho
m.ás general conóei'do. con el nombre de: Tensor ó . 'Precisamente
anla Físicate6rica 'eltensor tiÉine un nacimi'en~to' "natural o'

Qui~ri ipténte ~d~ntrar en la mecáni~a 'cuántica Y' t~orla de:'
la Relatividad" tendrá antes que nada estudiar detalladam,elite
el Cálculo Tensori.al el '

Definici6n: Dos matrices A y B se dicen iguales, si,
solamente los elementos homólogos son i~ua-
leso
Sea A(m, n)

entonces se tiene:
b ~.
1J

para i = 1, 2,: tJ .(1 ~, m;" y

j = 1, 2, ,~eo n.

La condici6n d~ igualdad 's~ ~undamenta ~n ~ue no existi-
rá a menos que ambas matrices sean ,del mismo ordeno

Ejem.plo:

A = [: :] B = [
-o 1}.
,1 1

como: a .. = b q,'~ entonces-A':. B
,1J 1J

-es decir:

a11 = O ~11 = O

a21 - 1 b21 = 1-.
a12 = 1 b12 - 1

a22 = 1 b22 = 1

, .

En cambio no podem,os coro,parar p'or igua.lación las m,atri-
ces:



A = f:: ~]
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[: 1
B =

1 :]
Defini,ci6n: La sum,ade dos m.atrices A(m" n) y B(m'a n)

es otra matriz C(m, n) en que cada elemento
~s igual.a la suma de los elementos hom61o-
~os de las matrices sumadas, e.g.

A =f.a. '..1
~'1J }

1 o 1 2 o 1

+. 2 O" O

- ¡ O -'1

Q 1

O 1

+o- 1

o-1--1

1

o

B _.

1-: -:
~ ::]

~.'.. J.
1 .

o
-l. "

1
A =

A' + B =

. ~Qd~mos observa'r que la. suma ~e los vectores no es m,ás
que un cas.o part:icu'lar' dé la" suma d.e matrices. La suma. de' ma~
t.riC'es'. de difere.nt,e orden' 'no es,tá definida.

Ejempl~:
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pero,:

1

.0

o

'O
+

o o

o

1

= no está ,definido y no-es
< .0 .'p.osiblé~ sumarlas (1

Teorema: La Stlma m,atriciales conmutativa y asociativa ioe o,

A + B = B t A

A + (B + e ) = (A t B) t e
A

..•
+ o = A

A •••• (-A )= o

Forman grupo abeliano respect6 de
la suma a El elemento de identidad
es la matriz nula:

o O O

O = O O O

O O o.

Ejemplo:

A + B

A= r.,.l 2J. B = l.-l> -2]'Lo -l. O 1

[: -:] + t: -:]
= [: : J

[:

A +B~

.y B +A=

Definici6n: El producto de una matriz A(m, n) = {~ij}por,
un ese'alar e, es otra m,atriz ;'de la for ..m.a:'
{coa .. ) ~

1J

Es decir.,> cada elemento de la mat;riz A= {aij1 está mul-
tiplictado respectivam,ente por el escalar Co
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Ejemplo:
(1)

1

A =
1

~

entonces:

2

1
e = 2

1 2
cA: 2

1 1
2"

'l~-2cA = ( •..1) O

--
(2)

A =

[: :]
[-2 1]:0 -1

-il
e ::: -1

= [:
Definici6n: La diferencia de dos matri6es'A(~; n) y B(m;n)9

se define en la 'form,a si~ ~ente:

.A ~ B - A + (-l}B
Es decir., para restar dos ma,trices se restan los elementos

hom61ogos de las matrices: (a.. b ..)0
l.J 1J

Ej,emplo.: [~ g] [-~ g]A = B =
-1[~- O 1 - 1] [ 1 gJA - B = O O O = 1
-1 + 1 O - O O
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3 e3 Prod';1cto Vect,or-Mat~iz ~

Eétudiare~os un tipo de producto que no es más que una
e~térisi6n-dél p~odti~tó (producto' interiór) d$ dos vectores o

HémóS-~éhóionado qtie'una matri~ pu~d~ consideréfse como un grupo
de 've'ctores- filas'o vectores-columnas, .de donde, se despren<;le
qu"e el producto .vector.....;m,atl--iz no será más que una repetició,n de .
la ley o regla antes' definida para el produc.to entre. vectores Q

Definición: Sean A(m; n) una matr~z) x un vector-colum~
na. n-dimensional; el productb será otro
vector~columna m-dim.ensional, de' la forma~

o • o 9 o o • o o o o • o $ o o o

a11 812 a . xlIn
x2

A o x = a21
a22 a2n o =

+ .o o o

a ....l'. Xl +- a.....2.. x ....+ o () otam,nX
m.m2" namna l' a2. . <JI o .0m' m,

1

+

+

.x =

=

o[:
: J á [ 1]
::]

A =

[: O

1

[: *1- O

+ 1

[~]

Aox =

Aox =

Igualmente podem6s consider~r el producto vector-fila por

Definición: Sea x un vector-fila" m,-d-im,ensional y unama-
triz A(m; n), enton6es el p~oducto es otro
vector-fila n-dimensional" ~e la forma:



x.A = (x. x2,..1

- 9-

all

a21 a22 a2n
• * • • • •.• o •• •• • • • • • • ,

a a a
m.l " m2 .mn

..~... rn
, ",---.......

'=',," " Q.•••,'.l-- ~11
1=.1

.x.
1

o.m, m.

) • ai2 xi" . )
i-l i=l

a .l.n

x.A =: [1

'0

o

1

1

<>J;

oJ o
2
1
O

A =
o
2
1
O

o
1
O
1

x.A- [1.0 + 0.2 + 1.1 + 0.0 1.0 + 0.,1+ 1.0 + 0.1]

x. A - IO+ O '+ 1 +'0 O + O '+ O + O ]

x.A- (lO ]

3 .4 'Productosde ',m~tri.-.::es :...•.•..•.•..• ' ..... . '

"Lamultipl'1cación ,entre matrice's h.a sido definida
en t.a,l forma que las operac'iones de transforma'ción 'lineal pue-
denr S'er,fa'cilme:nte ',expr.e'~adas .La def,illición de productos es
sim,p'l'em,ente uita exte.Ilsió'n de la oper,acion de-l pro,dueto interior ~
entre'" vectoreS • otro. tipo de~'producto es el conocido con el
.nonibre 'de producto Hadamard, :producto de los elementos corres-
pon,di'en:tes ,de los dos factor,es, el-que es muy poco utilizado 4l

-Para 'mul:tip'licar dos-.matrices, A.B, es necesar.io
que el n6mero de coltimnas de A sea igual al n6~e-~o de filas. de B~ ~1 pr~ducto es otra ,matr~z e,
.quese form'a co~n l:o's 'ele,mantos de A y ~Bdeacuer-
do.con l'a ,formula:

Cij= XJn
air brjr=l
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Ejemplo:

[:
b :].[~l= [aX 't by + éZ] .

dx + ey +e fz

, Natu~~l*ente se observa que esta d~finici6n est' en
COn1;Q;letó ,acuerdo con el product~ interior de vect.ores () Gráfi-
camente, el produc~o se', indicará por:

Q • $ o • o • o o ~ o o 0'0 o

o o • o o o o o o • o • • • o

amr

r--.
o é ~ ,e ....• OQ o

~1J I
&-- _.--1

• ~ o • • o • o • () • • o o e G O o •

emn

1--.----- --- - ..,;.;--,
,ai1.__ ai2 .ooair'... ,
1- ~ _:....'

. . -o sea~ po~~s sintetizar que el ele~nto ~ij de la ma-
triz producto se forma haciendo el producto del vector-fila ai~
por.el vector-columna b. j .' .

l----'
f blj :
'b2. "
, <> J , =
, ,0 ,

f o ,

lb! <> ,

I ~J,_.- -""

Paré recordar la regl~ bastará recordar la pala~r.:
FICO (f'lla por col~m,na) Q Simbólicam.ente el producto puede
plantearse .entér'm,iu,os de los órde'nes de las matr~ces factores;
~ea el p~obléma de efectuar el producto de A(m: r): por l~ ma-
triz B(r;. m)~. el.producto es otra matriz C(m; D.) " i ge: ..

A(m; r) o B( r;n ) c(nÍ,; .n)

EjemplO:
I ••••

~A ~ B =

A (3 o- 2) B(2 . ?) = e (3 9 5), , ,
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Producto de' matrices ~uadradas: Seati A y B dos matrices cua-
dradas. Para efectuar ,el' producto entre A y B ,e,s necesario
qu~'afubasseandel mismo ordene La matriz producto es tam-
bi'n cuadrada y del mismo orden:

A( n- n ) . B(n . n), , ,

A(n . n) B(n o n) = e (n n), ,
luego:

C(n;n) será la matriz producto
Gráficamente se verá lo siguiente : que la matriz producto tiene
el- núm,erode fi.las del primer factor y el número de colum.nas del
segundo:

e = (N° de filas de A¡' N° de columnas de B)

Coñmutativida.d del producto':
dueto ma"fricial 'es conmuta61e

No siempre es cierto que el pro-
ioe.:

A.B = B.Ao

Incluso en ciertos casos,ni siquiera se puede efectu~r
el producto B.A, aún cuando A.B está perfectamente definido.
Ejem¡p.lo:

E.n cambio:

1

2

2

1

:] .[~] = [~]

21.]' [.'2
2
.'] ..,' --. ? no tiene sentido

'La,matriz cuadrada en ciertos casos conduce a produc~
to's conmutables. Siempre será posible en este caso efectuar
amb'os productos, es decir : ,,'

A.B ,!: B.A

A.a = B.oA

Si las matrices no son conmutables
Si las matrices son conmutables.

Para distinguir estos diferentes tipos de producto con
respecto a lo~ factores, (ya que conducen a resultados dife-
rente~) en general s~ di~e que:



A cB ';
BoA
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A pre-mllltipli'ca",~a
B pre-multiplica.a'

B"
A.

En algunos casos se, habla:,de post-mult'iplicación ioeo

AoB B post-m,ultiplica a A5J esta expresión es poco
usada o

Matricestermutables: Si dos matrices A y B poseen la propie~
dad conmu~ativa' y,'además lo~'produ~~os son igu~les se dice que
s'on~matrj.ces conm,utables o O sea'9

e11tonces ~ .A y 'B SOll- m,atrices permutables o conmutables o

Producto matriz fila por matriz columna: Este tipo de produ'c-
=fa fue perfectam,ente estudiado en' el capítulóde p'roducto': d-e
v~cto~eso Eri ~sta parte se observa que esto no es más que un
caso particu1ar del producto entre matrices:

l-.~x.. J[a b eJ :' = [ax, +: by + cz]

A (i; 3 ) 'o B (3 ; 1 ) = e (l ..~l)
,el producto es-un escalar o ele~ento 6nico.

Eje.mplo,:

. 2
2' 1 2J.' O

O
1

= 4

Producto matriz colum,na ,por. m,atriz fil,a.~ consi'derem,os el s'i-
guiente product,t?~.,

[,..bac].'[x y z] = [. ~~. ~;~:J'
ex qy cz

La regla 'sim,b.ólica indica~á':
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Ejem.plo:

[~] [1 1] [~ O ~]. O = O
O

Matriz cuadrada post-multiplicada por una matriz columna: Sea el
s!gu1ente producto:

[:
b
e
h

Se usa en la resolu-
ción de sistem,as de
ecuaciones.

o sea:
A (3, 3) . B(3 , 1) e C(3, 1)

Por ejempl~en un sistema de ecuaciones del tipo:

a .x + b .y = ell.. l.

a2x + b y. :; °22

Se puede escribir en forma de producto matricial:

al b1 x el--
a b2 y c22

En general:

a11x1 .•.. a12x2 ••• . . . + al x = b1n n
a21,c1 + a22x2 .•... + a x = b22n n

•••••••••••••••••••••••••••••• 0

a ..xl + a,2~. + ... ~ a x = bIn.! m 2 mn n m

corno:

a a12 a1n xl b111
a21 a22 a x2 b22n ~

o . . ... . .... . o .. . })am,l am2 a xm.n n m.

~-----_ ...•.•....... _.- ---~~--_._--- _ ..~~-~._---- _._~_._--~-------- ---_..-."
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3 05 Princi,pales tipos d,e Matrices: Dada la frecuencia con
que ocurr~rtoo t{pO£~aem.atrices-;es conveniente enunlerarl-as
y destacar algunas, de StlS propiedade$$. "

Definición: Una m.triz de orden (l. ;n) 'es-cin ~onjunto ~~ n can-
tidades ordenadas en'uria fila com6nmente llamada
vector-fila o matriz-filao

Ejemplos~
A(1;4) = [2
B(l;n) ;:;[b1

1 O 1]
b2 ••• bn]

Definición~

Ejem.plos ~

A(3;1)

Una matriz de orden (m,l) es un conjunto de m can-
tidades ordenadas en una columna llamada vector-
columna, o matriz-columna 0

B(m;l) =

b1
'b"
2

bm.

DefiIlición ~ Una matriz de orden (n9n) en que sus- elementos
tienen ¡a propiedad:

8., .. = Ol,J

&ij :F O

se llama matriz diagonal~

pal~a i *' j

para i:. j

Ejem.plo:
o
2
O

_o.., ..J..'""O
5 "

Los elemelltos "n:<o n,ulos se encuelltran en la diagonal
principal o En general~



Definición:-' .

d1j J - 1-- O-
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dI O
D(n,n) = d2

4~s1gnará una matriz diagonal n-dim,ensionalo También es frecuen-
teencontl'ar el símbolo: D( dI' d2 ' ... dn ) para representar
una matriz diagonal, o bie,n, diag.( 0,0, ..• O, dI' d2, ..• , dm>

Una matriz-diagonal en que t~dos sus elementos en
la diagonal principal son iguales a la unidad se
11am,. matr~z ~n1tar1a.

Esta matriz se represen~a por la letra 1 y un sub-indice
para indicar el órden. La matriz unitaria es necesariamente cua~
drada.
E~em.plo':

1 O O

13 - 1 O-
O 1

1 O

In .. 1..

:0 1

Algunas veces 1 .e ¡"epresenta como:
1 = U~eS 1.1 r:1 ==' [ ~ 1.1]

en que e5
1.1

es el elem,ento ¡eneral de In' Se des:1.lnad1.1 COD

el nombre de Delta-kronecker, caracterizado pO.%':

s:L :1. j

si i ~ j

Esta matriz, posee propied~d. •• s1nl,11ares a las de la unidael n~-
mér1ca.
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Teorema: Sea A(m,n) una matriz cualquiera e 1 Ulla matriz
unitaria, entonces:

1 A = Am,

A 1 = An

lA = Al' =A s~ m :,n
Teorema~ En general cualquier potencia de 1 es igu'al a 1(}____ n

n
(In)'

Entenderem.os que

1-
f.I)n" es equivalente al producto':

1) 1)=

Definici6n~ Una matriz de orden (m9n) en que todos sus ele-
mentos son iguales a cerQ se llama matriz nula
o ceroo Se designa por 00

o =

o = [~]

Ejemplos:

o =

o
o

o
O
O
O

:]
o
O
O
O

Una ecuaci6n matricial de la fo~má:
A B O

no necesariam,ellte. imp~ica 9 ,.;alguna de las sigui.~~te al terIlativas'~

A= O ó B:: O A=O y B= O

Probar esto mediante eje,m.plos o
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A + O = A
A ~ A = ºA o O - ºO -. A = O

siempre que el producto est6 definido

Definici6n: La matriz transpuesta (símbolo Al) de la matriz A
es la matriz que se f()"rma intercam"biando filas y
columnas de Ao O bien9 se emplea el símbolo AT

Ejemplos:
l.

a12 a13 all a21-

A = a22 a23
Al' = a a2212

a13 a23
2.

B = [b1 b2 b J. B~ =
b1

e O el

n,~ ' b2

))
nJi

e =
em

Teorem,a: La operación de transposic16n tierie las siguien-
tes propiedades:

(A + B)T = A1' +.BT

T
B



Ejem.plos:

= 18 -'

=

= [!] T = [4 1 2]

[!] T+ t~]T
= [1 2 OJ t [3 -1 2)

= [4 1 2 J
20

i[l -1 OJ o f~]r [1 OJ= + 1 +

:; 2

OJ [_!] T t~]T-1 13 T
'. - . [1 .-1 OJ-

:; [1 + 1 .•. O]
= 2

3.
l. ,0 4
2' 1 2
3..,,1 1

134
2 O O
1'-1 1

T
1+0+4

:; 2+2+2

3-2+1

-1
4
'8

3+0-4 4400+4
6+0-2 8+0-2
9+0-1 12+0+1

l~J. T
13

T
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5 6 2

/ -,1 4 8

8 10 13

T T
1 O 4 1 3 1 3 4 1 O 4

2 1 2 2 O = 2 O O 2 1 2

3 -1 1 1 -1 1 --1 1 3 -1 1

1 2 1 -1 2 3

= 3 O .-1 O 1 -1

4 O 1 4 2 1

'I~

1-0-4 2~2-2 3-2-1
:"3-0-4 6-0~2 9-0-1
.~-O-4 8~O-2 12-0-1

5 6 2
....• ~',""1 4 8

8 10 13

Definición ~ Se dic,e q.ue urla m,R triz es sinu3trica si es igual a
8'1 trallspuesta" Una matriz sin:~ét~:rvica es necesariam,ente cuadra-
da y sus elementos son sim~tricos respecto de la diagonal prin-
cipalo

~>i:~
Si A = A entonces A es sim~trica

Ejem,plos:
2

A = 2

2

3

3

5
T

A

3 5-1

A es sim~tr1ca pues AT = A
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1 -1 O 1

-o 1 2 -1 4 T;

B = = B B es. sim,étrica~
O -1 O 3

1 4 3 3

Definici6n: Una matriz antisim~trica se define por la igual-
aa,Q,-.matricial:

T
A'" -A = O

o por la relaci6n equivalente~
a...:: - aJ',"ai1J ..&

si i = j

ajj - -ajj ~ ajj = O

i
a =P O si i =F j :1 Y Jij

a ) = O si i = jij

Ejem,plos: .

o
A- 2

3

luego:

M>2 -3 O 2 3

O 1 A
, -2 O 1- =

1 O -3 -1 O

o · --~1A + A'=

i~

A + "el:

o
2

3

o
o

o

-2

1

o

o-
o

-3

o

o

o

o

o 2 3

+ -2 O 1

-3 -1 O,.,.

A es entonces antisim'trica

Se observa que una matriz antisim~trica9 es cuadrada
y los elelnentosde la d,iagonal principal son iguales a cero"

~ ~ .-.,--. .. .0._ ;..,, _



t -21-

En resumen, tendrem,os que:

TA A
A t AT

= o

o
simétrica
antisimétI~ic,a

/
Corolario: Cualquier matriz A puede escribirse en la siguien-

te form.a:

As = matriz simétrica
A = matriz antisimétricaa

Demostración, sea:

y

luego:

Matriz ,triangular:

lA'2" = A

Defiliición~ Una matriz es triangular si los elementos sobre
(bajo) una diagonal son cero y los restantes
elementos bajo (sobre) la misma diagonal no sQn
todos ceroQ

Si los elementos sobre la diagonal son no nulos, se
dice que la matriz es triangll1ar superior ~ si lOS elem.entos
inferiores son no nulos se llama matriz triangular inferiorQ
Ejemplos:

o 2 3 4

O O -1 O
triangular superior

O O O 4

O O O O
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:l
2

-1

3

o
3

-1

o

o
o

4

1

o
O

triangular inferior
o
2

1 4 .6 3 2
O 5 1 -2 3
O O .4 -1 2
O O O 2 4
O O O O -1

.3.6 Partición de matr ices:

Es conveniente para prop6sitos de c'1~ul0, partieio-
nar matrices en términos de sub-matrices.

Definición'~ par~i.9i.<onar una m,atriz es Ulla.operacióll que con-
si$te en dividir en sub-matrides- la matriz dadao

Esta operaci6n se puede realizar de muchas mane~as,
por ejem.plo:

all 812 a13

A = a21 a22 a23
a a a
31 32 33

las siguientes particiones son perfectamen~~ posibles:

a , a a
11' 1213,,

a21: a22a23
-~t--- --
a 'a a
311,32 33

a '~a' a
11 I '12 13

-.-=-> 4 --..-...,.-..::> ~ --

a21 l a22 a23,
e

. a I a a31 .32 33
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o bien simb61icamente:,

A=
A22

ell que losbloqtleS, ce'Idas o sub-matrices A. . son:
1J

,a 21 a22

Es muy in:teresante estudial" las propiedades algebraicas
de las matrices particionadas.

Sum~ de bloques: Supongamos 'sean dadas dos matrices A y B; s~
busca la suma de ellas en t~rminos de una partición dadao Es
necesario para sumar dos ,matriee~que ambas sean del mismo or-
den, ademis para "sumar bloques, se debe tener también las sub-
matrices de la partici6n :que deben ser respectivamente del mis-
mo orden. O sea:

All

luego":

A =

A + B =
A 2,

+

B =
B21 B22

,A
12

A22

+

t



Siem.pre que:

y
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orden .de A = orden de B
orden de A. ,,= orden de B" .,~J 1J

sólo y solam,enté enaste ca'so podemos hablar de la sum.a de
A t B por m.edio, de bloques A.' Q' + B. ·1J '1J

Ejem,plo ..
2 3 3 O 1 1

A = 1 2 2 B = 1 1 O

2 2 1 O O 1

Se podrá sumar por sub-matrices si la particion 'es similar

A =

23' 3,
1 2' 2-----,~~_.
2 2 ~ 1

R

e~tonces ,e = A + B en ~ue:

B = ;'c ::

ell

~22

C11 - [: :1 + [: ~1= 1: :]
C12 = [:1+ [:1 = [:1
C21 = [2 2 ] + [o o] = {2 21
C22 = [1] t [1] = [ 2 1

e =
24: 4,
2 3 ''''2,
----- -t:-
2 2: 2

pero no podr{amos,escribir la .partici6n as!:
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2 3 13
I

A = 1 2' 2
__ o __ - _,_~_

2 2: 1

B=

o '1 1--:-- --
1 I 1 O

O I O 1

y escribir qlle:

e == A + B

ell = A + BIl " etc .
11

,

Proq.ucto de MatricE?s Particionadas:. Si el pl-'oducto A.B,está
definido y. ain.bas matrices A y B son particionadas de una cier-
ta manera - siem.pre que. e~ orden de particiól1 de las colum,nas
de A sea similar con el de las filas de B-entonces el produc-
toA.B puede calcularse em..pleando la conocida regla FICO.

Ejem.plo: .

A =

Bl!
B

B - 21

A.B -tiene selltido, ,.pero adem.ás el nÚlllerO de colum.nas de
las sub-matrices Al1,A12, A13, debe ser igual al número de
filas que tienen las sub-m.atrices 811 ' 821, B31, res'pectiva -
m.ente.

(2)
2 O 3

1 1 3_ ...•-----_._-
1 1 3

(3) = B
2 O 1

2 O 1--'------_._-
(1) 2 O 1

1

o

(1)
1o

oo

(3),
O

2

1

A=

Por ejemplo.~
(2)

2. 2' 1,
2 : O

I
1 ,1 1 "1, ,

O O 1/ 1 1 O: O______1 _

21: 1 O l! O
21: 1 O 110
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Se puede o,bseli1l~ar ,en el ejem,plo anterior que- el núm.ero,
de colum,nas de l~s"bloqu~$' de Asan ~. (2) ," (3) y,.' (1) .q Igual-
mente, los nimeros ~neerrados ent~e par~ntesis adyac~ntesa
la m,atriz B~.'nos ind.ic811 el núme:rICi, ..de filas que,ti~nen las
respectivas sub-m,atr.ices . En cons.ecuencia~ dado que coinci-
den exa~tamente 5Jelpr~duc to será 'l,egí tim.o.

Supongamos que esta condición se verifique para las':nia:"
trices A y B; el' producto por medio de bloques dados por la
sigu.iellte partición:

. A:;
A.22;

B=

será., s.iinilar al producto entre m.atrices ante.s, definido:

Al1 Bll + A B2 1 Al1 B12 + ,Ai2 B2212
A ..B = A21 B11 + A22 B21 A2 1 B12 + .A22 B22

Definición: Una matriz B, se dice inversa de una matriz
A, si se tienen las siguientes igualdades:

y

Empleal~em,ospara designar la matriz inversa deAel s'Ím-
-1 ...." , " ¡jtIIbolo A . Este s1mbolo es analogo al del algebra de los nu-

meros reales:.

av b núm"eros reales ()

b = 1
a

pues

1 1a ~ ~ = 08'= 1a a

Y...el símbolo para-b 1, se recordará que es:= a
'-1

b::: a
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Si dos matrices A y B tienen matrices inversas y son
del mismo orden, entonces AoB tiene inversa dada por:

-1
(A • B)

Teorem.a: La' inversa de u~ producto de dos 'matrices es igual
al producto de las Dlat:r"ices inver~:;as perm.ul~a,da,se

-1
(A.B)

-1 -1
B o A

Demostración: Por definición de la inversa: de una matriz, supon-
gan1.os que:-

-1 -1
(A .B) • (B .. A ) = 1

pues:
-1 -1

A(B.B' ) A = = -1
AoA - 1

Igualmente:
-1 -1(B o A ) . (A.B) = 1

entonces:
-1 -1 -1

(A . B) = B A

Teorema: Si A tiene inversa~ también tendrá AT, y será igual
-1 'r

a (A ) ~

=
-1 T

(A )

Dem~ostración~ Como por ,definición :

'T 1 T -1 T
A (A-) ". = (A ~ A) = 1

y
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Ejercicio :.

l. Dadas las matrices:

.2 3 1 2 1 1 2 1

5 6 3 O -2 1 3 2
A -- B =-

2 10 1 2 4 5 2 1

2 O 2 4 -3 2 ~3 2

encontrar':

JI -1
l~B

Ejercicios:

-1 T}-1~ A ) .

2 O

3 O
1.1 Dada las matrices:

2 1

A = 4 3

1 3

B = 1 o

calcular: A +8

1 ..2 Calcular

A -.- B B + A B - A

[~ -:] + r: -:]
[1 3 4J t [-3 2 -4 ]
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2. Dado:

[
1.. O....]
O ,1

calcular

3. Calcular:

B =
A Q B

1 - A

B

1

2

A

en que:

4. Desarrollar:
Z = A ~ Y - B. Y

en que:
1 -2

z - y :: B = O A=

3 5

5.1

5.2

:J [: ]
-2] . [.1 -1]

, 2 2

5.3 2 2

1 1

[~]2 2

1 1

~--~~~~----------""'--------"--------------------- ---~------'



" 5.4

5.5

5.6

[1 1]
-30-

[~
[:~

100

o 1 O

o O 1

:]
::]

1 1 1

O 1 1

O O 1

~,

5 ~7 [Xl x2 ~3 1 e 1 1 o [Xl x2 x3J
el significado. de 11 en am.bos casos .

6. ~ncontrar las componentes 4el vector x:

Explique

6.1

6.2

7.1

7.2

[-1 -~] o [::J [~]--
.' 1

[ xl X.] . .[~ :J = [:]2

~

O :]. [: :] [: :1-
1 :]3 2

[2 1 3J 3 4. 4 1

1 2 2 1

2 1 1 .1

7.3
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u

v

ro,

Xl · [al • a2 a3 ]

x2
x3

8. Escribir en forma de produpto de matrices los siguien-
tes sistemas, (sin resolver, ni calcular las variables):

8.1

8.2

2x + 3y = O I
ax + by = O

I
ex 1r dy :: O

8.3

9. Ejecutar los siguientes ejercicios:

9.1

9.2

2 -1 O

(2) O 1 ...., (5) ~ O~.

1 1. 1

[: 1 ~J(~) -: ..•.• (-1)~
1

1

-1
o

-1

1 ~J
10. Sea

A = [: :] [
°o' ..B = :1

¿Puede el producto de dos matrices diferentes de
cero ser iguale~ a ~ero?~ Encontrar ABo



11. Seá
l. A =

- 32,-

1

2

2

1
, calcular

n
A

generalice el producto n-'simo para una matriz:

12. Sea

A =
encontrar An<)

:]

T -ij -

3~7 Equivalencia de Matrices

Jn el. capitulo 1 se estudi6 una serie de operaciones
elementales que transformaban sistemas de ecuaciones en éis-
temas equivalenteso En parte, se adelant6, algunas de las
propiedades de los sistem,as se apli.caron a cuadros de nún1.e-
roso m.atrices~' Dedicaremos -est'a parte~ a estudiar 'el
efecto de estas operaciones elem,entales sobre las filas ell
rina matriz y veremos hasta donde: ~e conéer~a la équivaléncia .
de estas matrices Q Darem,os e'l' nombre de transform,ac,iones
~lementales de una lll.atriz acu,alesquiera de las siguielltes
,operaciones:

la t'ransformación que intercam,bia el vector
Ai por Aj

,Ti (e)= la transformación que l"eemplaza el vector'.Ai
por cAí _,

/"

T.. (c) = la trallsform,ación que reem,plaza el vector
1J ,A por A. + cA .

.,i 1. J

Se puede observar que una transformaci6n queda
anulada por una del mism,o tipo" pero en sentido inversO.
Es decir, dada una matriz~
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..:D~f:.i~.i.~::t.~P.: }'S~e\.nes'.ignac'onel 'nom,bre 'de ,'matr'.iz :e~le-
tlle.Ii:tal ;18 m.atriz que se 'obt:,iene de., Ipor la
-ap'!'ic'aciónde 'Ull tipo pá:rtc.icul'arde;trans-
'.form.ac'ion 'elemep.tal T. ;'T{(~I)

~!Qi~tllP;l()$':YSea \13 i~ r~ '~ O l. ,entonces !23 ; Ta(c') y

Lgo ~"T23(k)tr:anSforman 13 en

'ras ;'S;igU;iént!~mat¡iceS!J:eliectiV~~jn:et~ '~~t]
;'11 ,<" ti

!2:i13 T2(C)I3':f23(k)I3

":~To;ab:t~.pe~.:~fon'~%.;e:lem'erit'a~l''~T"~'sobre un,a m.atri:z ....A, ~pu"ede ::'~con-
'~S~3,.;d.ét:ar's;e~~~cdmo-;[;e.l.~lpro;duc~o:":entre l-asmatrices': ':'.E •. A.

,;'~Asr~ifp'ór¿:Eij'l3ln.plo:

':..T .'A "- T(I \A) - (T ,'1;) A

<;tT .,'A 'Z': :':':E "'A

~~Coliv.é11:dr,e'mós'/en .i'dénti.f~icar por 'Elasmatr:ic'es';eleme'ntales,
'.i.gtt:~il;m,e'n1te '

;~i j "'}ij (e) 1:'1 (c) sean:también'matric:es

,'pr'oveñieiftes;'(te:'la ;:>ap l1cáeíón de ,Tij' Tij Ce ) , Ti(c)'sO:bre'. 1 respee-,
7:'t.:f~,arnerit:e.•

= [Tij]
Ti '(o) 1 = [Ti (C)]

'J;ij(c) ,1 = [Tij (c)]

"~:riterfo-rm:én.t'e '-he'mos ;:.d'efini,doel concepto 'de,matriz --.inver-
';8a'~A:':'l 'de ,A. "Es 'aqúe1la.;'que'satisface las siguientes"propie-
,,'da'de:s:

-1= 'A • A = I
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Es~vidente q~. la. matrices ele~ntalesA~t~ri~es.apli-
cadas sob~~ SUS :inver,sas~.poseerá~ .i~propieda<hdes --anteriores ~

Luegog

[Ti (c>J [Ti (~> J = l.
[Tij <c>] [Tij <-c>] = 1

"[Tij ] -1 - [Tji]
[Ti(C)] -1 = [Ti<i?]
[Ti;(~)]-l = ~ij <-C>]

Teorema: Cada matriz elemental tiene una inversa que es
.a su-vez una mat~iz element~l del m~smo tipoe

Uno de los conceptos má,s importantes en ~1 estudio de ma,trices
es lo que se entiende por ra,ngoo

Definic,ión: Lla¡ms¡remos ra,ngo de un;J m.8,triz Eel núm-ero de
fila~sdiferentes de cero o~ _

D -

dI.. O
d2

d3
O d4

; r (D)= 4

20

D =

o

dI O
d2

d3
O

O

"-

r(D) = 3
El símbolo que utiliz31remos .es~ r(E) será, un núme-

ro na,tura,l posi tivo o Poco a,ntes hemos dicho que 1al rela,ciónde
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:e'quiV8!lenc!:a" .:di.:vide el eo~junto de todas 1a,8 m,a,trices de orden
:Jnx nens.u.b-,conj.un.tÓS.t :cad.a uno de los cuales, posee una m,a,triz
E íinic.a. ,. ' .

Bast~rá probar que ~l rango es una invariante ante un
núm:er~o finito .de tra,nsf.Q;rma.cianeselem.,enta,les. Efe.ctivaliJ,ente:

T~e.or.~:Dt~,:: El rS.Ilgo j,es una. invar ia,n'te d~ 13,8 m.a,t,r~ce,s .baj o
tr:3,ns fOrrntlc iones e lem.e rital e.sT •

.De ~e$t:o .rf~lsulta ~qlle los últ~i-m.os teoremalsnos suminis.tra.n
un met:odo p.r'act;:ico par'a éncontra:r elr.a,ngo de una .m,atriz ..cua.les-
.qu1er.a, A,. ' Ba::st'8,r:,ál bUS.ca,r l.a, .m.8,triz' E que le .~sequiva,lente:

A.V1 E

:t

Definle"ón: .Unam.altri:z Ade orden n x n $.e dice no singu-
'lar, ,'siem,pre quer(A)~= n. 'Enca,s.9 c:o.ntra:'r.io
es sil~gula,r: r (A) =# n.

"T,e.Qr"elp,81': .Lassigu1en.t~s~prop.Os ic ion.es'resp_ec to de A(m; 11, )
:S.(}D .eq.uiva.lentes .entre s.í: .

(1) ~ es no~singular
(2 >_ Aes igua.l a. un producto .d.ema,trices

~lementa!les o

(3) A tiene una inversa.

Dem.ostra,cián: Pajra, clemof?tra,r e:sto hacem.os el si'gui,ente ciclo
de implic?,ciones:

(1) . ,) (2)

(2) .. ) (3 )

(3) .'..> (1)

.E.l .t.eor~e.ma,:'8l.n.teriorpermite .conf.eccions.r una. -regla. prá,cti-
ca, 'p:araencontra.r la, ma;tri,z inver.sa ..de .una. lD.a.,'tri'z Ano s ingllla,r •

'Para, .en~contralr la, m.a.triz A-1 del.a. ma.triz no sin-
gu:l'3,r ,A, sea ..plica,u sobre 1 1'8,8m.isma.s tra,n~s.for-
m,arcione,s yel1elmismo orden que reduje:ron A ::en 1 ti
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Ejem.plo:

l

-1 -1 -1
(El E2 _ ••• Ek-1) .1

.~ - .•. "

• • •• • .0 • o • o • • • .0 • o • 00 • o • (1 o .0 .0 • o (l' o o O' • o o " o • o o o O. jfI (1 '. O' o o o 1) O' 010 OQ 1) 6) (1 o • ,o 00 Q

luego :'

1)

'Ejemplo:

3/21
1/2J

:]
-- :]
-3J

2 _

0J-,, ~rl/2
1 L-1/2

3/2]~r1
3/2 -_ Lo

_[2 3,'J,. [. ,1 . 3/"2J.." ,,[.1A- _ -~ ~
1 2. 1 2..0

, '

O ) [1~
. - 3/2 -.O

==>[~~~;:J~l3;2-:] ~ [-:
. -1 :: [ ~ -~JA

, ~l- .,2 '
_ • R •• • • • ~ ••

A.A-
1 = [: :] o f-: _--:] =-[~ :]

pues:

EV/gev (Contiilúa)
- - ---- _.__ ... ~- .)


