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CAPITULO III
MATRICES

3.1 Introduccidn:

. En el capitulo I se presentd la necesidad de dar al-
gin nombre a ciertas ordenaciones de niimeros reales provenientes
de la resolucidn de sistemas de ecuaciones lineales. Dichos
cuadros de numeros, que hemos llamado matrices, fueron sometidos
a ciertas operaciones elementales, ya que provenian de las ecua-
ciones, y dichas operaciones eran perfectamente legitimas en los
" gistemas de ecuaciones. En esta etzpa prescindivemos del origen ae
dichos nidmeros y sblo consideraremos un auevo ente matemitico que
llamaremos matriz y estudiaremos detenjidamente sus propiedades., Fi.
nalmente, cuando tengamos la unidad conceptual y un grupo de
propiedades, entonces volveremos a ver su aplicabilidad en la
resolucidén de ecuaciones.

Definicibén: Una matriz es una coleccién rectangular orde-
nada de numeros, escrita en la forma:

= I
a
ll alz e v o aln
%91 822  +e+ 8g, W
a &
m]‘ amz o e 0 dmn

‘Como este cuadro es un rectangulo bidimensional de ele-
mentos, es preciso observar la presencia de un doble sub-indice
para representar un elemento cualesquiera aij de. la matriz.

Convenciédn:

El primer sub-indice "i" se refiere a la fila y
el segundo sub-indice "j" a la columna. Asi el elemento ubica-
do en la tercera fila y primera columna, se dencota agy - Como

puede verse la matriz (1) posee m filas y n columnas, lo cual
permite caracterizar perfectamente la forma de la matriz; es por
eso que una matriz del tipo anterior se dice que es de orden m
por n:(m, n). Notaremos que el orden de la matriz es: (nime-
ro de filas) x (nimero de columnas) y ne lo contrario.
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Ejemplo:
1 2
es una matriz de 2 x 2;
-1 (8]
la matriz B
1 1 )
¢ 1 "es de orden 3 X 2 y no de‘2 X 3
1
. i

Emplearemos letras maylisculas A, B, ... para designar
una matriz. Corrientemente se emplearan dlversas tipos de
parentesls para indicar el cuadro de elementos; teniéndose los
paréntesis y corchetes como los mias usados ( ) yE 1. Nowse
descirtaﬁa tampoco la posibilidad de usar dos rayas vertica-
les

Ejemplo:
1 2 3 1

.A = esta matriz es de orden 2 x 4
2 1 3 2

o bien, escribiremos A(2; 4)

En general escribiremos umna matriz de orden m x n en la

forma:
A= A{m: n) = laij} = [aij]-
all alz PR aln
A= 1%31 Pa3 00 Bgy g
a 1 a o vQGQ' aan

Los simboloS A y alj ng indican exp1101tamente el. @rden de'

1a matr:z* concretamente nc se sabe cual es el nlmero de fllas
y de columnas que 1la lntegran° Dicha n@taclan se justificara
Gnicamente en los casos en que el orden séa conocido’ de antema~-
no, o se indique aparte.

Los elementos de una matriz pueden ser de otra indole dis-
tinta de los aqui considerades, a saber, pueden ser fraccionarios,
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nimeros complejos, propiedades, etc.

Una matriz de orden m x n conceptualmente puede consi-
derarse constituida por n vectores-columnas, o bien, por m
vectores-filas, cada uno de los cuales posee m y n componen-

tes.

Adoptaremos la siguiente notacidén para indicar los vec-

tores-columnas que forman la matriz A(m, n) = { aij} :
B T
alj
a.J= azj y, aj = [ail Asg evos ain]
3nj |
En donde a . es el j-ésimo vector-columna, ademis

j= 1,2 ... n. En igual forma a, es el i-ésimo vector-fila en
que i =1, 2 ... m . O sea, que la matriz A puede escribirse
en la forma siguiente:

- = B 7]
1311 alz L alj... aln al.
a a
A_ 21 22 * e azj e o o azn _ a2-
a. a. .‘..a"..- a. )
241 Pig J in aj-
a a A ... & -
| ml m2 mj mn | ap.
Le -
i=1], 2, ... m
o bien: A = [a. Q. .00 A, ... A,
j=1, 2, ... n ! “ J "

Existen diversos tipos de matrices que posteriormente ex-
plicaremos detalladamente. Esta caracterizacidén es muy dtil en

la formacién de productos.

3.2 Operaciones con Matrices. Se notard en esta parte una
enorme similitud con el capitulo de operaciones entre vectores.
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Dicha semejanza no es casual, sino que tanto los vectores co-
mo las matrices son todos casos particulares de un ente mucho
mas general conocido con el nombre de Tensor. Prec1samente
en la Fisica tedrica el tensor tlene un nac1miento ‘natural.
Quién intente adentrar en la mecdnica cudntica y teoria de'

la Relatividad, tendra antes que nada estudiar detalladamente
el Calculo Tensorlal

Definicidén: Dos matrices A y B se dicen iguales, si,
solamente los elementos hombélogos son igua-
les. o

Sea A(m, n) = {,aij} y B (@, n) :{bij}

entonces se tiene:

a, = bij para i = 1, 2(,0,,(m; y

La condicién de igualdad se fundamenta en que no existi-
r4 a menos que ambas matrices sean del mismo orden.

Ejemplo:

A= B =

como: a,. = b_. . entonces A = B

1J ij
es decir:
237 = 0 ; P =™ ©
451 = 1 H b21 = 1
ajy =1 : b= 1
agg =1 . 5 . Pgg= 1

En cambio no podemos comparar por igualacidn las matri-
ces:



1 ' o) 1 6]

1 | o 1 0

A

Definicién: La suma de dos matrices A(m, n) y B(m, n)
es otra matriz C(m, n) en que cada elemento
es igual a la suma de los elementos homdlo-
gos de las matrices sumadas, e.g.

A={,ai,j} - - B= {bij}.

At B={aij. t bij}

Ejemplo:
| 1 o 1 2 0 1
A=': B =
1 o 1 -1 -1 0
(1 o 1 o 1
A+B= +
1 o 1 -1 o
S [142 040 141
1-1 0~-~1 140
e [~ o 2
A+ B-= :
0o  -1.1
b i

"Podemos observar que la suma de los vectores no es mas
que un caso particular de la suma de matrices . La suma de ma-
trices - de diferente orden no estid definida.

_Ejemplqs:
1 0 o} O 0 1} 1 0 1

S
AOOO". 10 O O} O 0 O




pero:

4+ : | no esti definido y no es
0 1o o ol posible sumarlas.

Teorema: La suma matricial es conmutativa y asociativa i.e.,

A+ B B+ A Forman grupo abeliano respecto de

B : la suma. El elemento de identidad
A+ (B+C)=(A+B)+C es la matriz nula: ’
A+0 = A ' O o0 O
A+ (-A)= 0 0= [0 o o
(¢} 0 0
Ejemplo:
[ 2] 0
A= B =
0 -1 o 1
1 2] -1 -2
A +$ +
. lo -1 o 1
¥ B #A= " |= A+ B

Definicién: E1 producto de una matriz A(m, n) = {aij} por,

un escalar c, es otra matriz de la forma:

{c,aij

.

Es decir, cada elemento de la matriz A = {aij} estd mul-

tiplicado respectivamente por el escalar c.



Ejemplo:
(1)
1 2
A= ; ¢ =2
1 1
2
entoncesi
11 2
cA = 2 1
1 1
‘-'Z _
2 4
-2 1] :
A = : c = -1
.fs. 0 “1..
{-2 1
cA =(-1)
_.0 ""1"
_ (2 -1
Lo 1

Definicién: La diferencia de dos matrices A(m; n) y B(m;n),
se define en la forma siguiente: .

A -B= A+ (-1)B

Es decir, para restar dos matrices se restan los elementos
homélogos de las matrices: ( aij - bi,). :

J
Ejemplo: - _ -
1 1 0 1
A= |1 ol ; B=| 0 o
' -1 ol -1 0 |
1 -0 1 -1 1 o]
A~ B-= 1 -0 0O~ 0 = 1 0
-1+ 1 0-0 _ 0 O




3.3 Producto Vector-Matriz: -

" Estudiaremos un tipo de producto que no es mias que una
extensién del producto (producto interior) de dos vectores.
Hemos mencionado que una matriz puede considerarse como un grupo
de vectores-filas o vectores—columnaS° de donde, se desprende
que el producto vector-matriz no serd mas que una repeticidn de
la ley o regla antes definida para el producto entre vectores.

Definicidn: Sean A(m; n) una matriz, x un vector-colum-
' T na n-dimensional; el producto sera otro
vector-columna m-dimensional, de la forma:

- g - — —t

ajq a12 v o0 alh xl allxl + alzxz + oo +a1nxn
A.x = a21 Ao o aZn : = ag1%; *+ ?ZZXZ + ... ta, X,
{?ml amz oo amn Xn amlgl + a 2X2 + oo +amn ?J
1 (6] 1 1
A= ‘ H X = 1
O 1 0 C
1 o 1] 1 1.1 + 0.1+ 1.0
Aax = o 1 - .
(0] O 0 0.1 + 1.1+ 0.0

A.x = 1

1

Igualmente podemos considerar ellproducto vector-fila por
matriz. r

Definicidén: Sea x un vector-fila m-dimensional y una ma-
triz A(m; n), entonces el producto es otro
vector-fila n-dimensional, de la forma:




!

X.,A = (x_l x2 S xm) . ay; ajg ... a5,

351 222 " 22p

® 0 0 0 0 0 00 e s e,

a a ...a‘
ml = m2 mn
r-m _m m
=[>f~ i1 1 E:: Y12 %y ..o Z—- in Xi]
i=1 i=1 i=1
x =.[; o 1 o] ; [o o
‘ _l2 1
A= 11 o
o 1
) o 0O}
x.oA =[1 o 1 o] |2 1]
1 o
|5 ¢

-[;.o + 0.2+ 1.1+0.0 1.0+0.1+ 1.0+ o.1]

x., A =
x.A = {b + O+ 1+ 0 0O+ 0+ 0+ 0:]
x.A = [} '0-]

3.4 Productos de matrices:

La multiplicacidn -entre matrices ha sido definida
en tal forma que las operaciones de transformacidén lineal pue-
den ser facilmente expresadas. La definicidén de productos es
simplemente una extensidén de la operacidén del producto interior,
entre vectores. Otro tipo de producto es el conocido con el
nombre de producto Hadamard, producto de los elementos corres-
pondientes de los dos factores, el -que es muy poco utilizado.

Definicién: Para multiplicar dos matrices, A.B, es necesario
que el nimero de columnas de A sea igual al nime-
ro de filas de B, el producto es otra matriz C,
que se forma con los elementos de A y B de acuer-
do con la férmula:

m
eij= );?1 ajy brj

&
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a b ¢ x ax + by + ezl
s Y | = :
d e f£ z ldx + ey 4+ fz

Naturalmente se observa que esta definicidén esti en
completd acuerdo con el producto interior de vectores. Grafi-
camente, el producto se indicara por:

Ejemplo:

o — ' - — -
a a voe a2 | [Db cootbr1i! ... b c vos Cas ooo C
11 212 1r 11 ,: 11 1n 11 ° 1j 1n
© 6 6 00 0@ 000 006 0 00 ocooooo’ooa}wo o8 0 0 o 0 < o o o o o ° o
| !
S ———
\ [
‘a a .o a._Il°1b .no'b V.. by le. oo s 1Cs oos Cu
|7il  “i2 ir il i) in |® %11 1€ij 1 in
- ——— —— . s e « (] L |
o © 0 6 0 0 0 O ® 0 & 0 0O O -9 0 o o OQIOOO'J‘OOQO‘EQ nq\o‘neooaenoooooooo
: \
a a ceo @ b 000 Jeoo b c eeos C_ so. C
[“ml  “m2 mr| | rl [ rJl rn| | ml mj mn

. .0 sea, podemos sintetizar que el elemento Cij de la ma-
triz producto se forma haciendo el producto del vector-fila a

por el vector-columna bej 1
-~
b, .|
| 13
Poia B R poey
|11 Ta2 '°°air!° Lo T o
————————— ' . ' -
b, !
; rj,
-4

Para recordar la regla bastard recordar la palabra:
FICO (fila por columna). Simbllicamente el producto puede
plantearsé en términos de los Ordenes de las matrices factores;
sea el problema de efectuar el producto de A(m; r) por la ma-
triz B(r: m), el producto es otra matriz C(m; n) , i.e:’

A(m; r) . B( r3n:) = C(m; n)

A E Y .Ei?

Ejemplo: A(3; 2) . B(2; 5) = C(3; 5)
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Producto de matrices cuadradas: Sean A y B dos matrices cua-
dradas. Para efectuar el producto entre A y B es necesario
que ambas sean del mismo orden. La matriz producto es tam-
bién cuadrada y del mismo orden:

A(Cn; n) ; B(n ; n)

A(n ; n) . B(n ; n) = C (n ; n)

luego: ‘
C(n; n) serd la matriz producto

Graflcamente se vera lo sigulente : que la matrlz producto tiene
el nimero de filas del primer factor y el nimero de columnas del
segundo:

C = (N° de filas de A; N° de columnas de B)

Conmutatividad del producto: No siempre es cierto que el pro-
ducto matricial es conmutable i.e.:

A.B = B.A.

Incluso en ciertos casosji siquiera se puede efectuar
el producto B.A, ain cuando A.B esta perfectamente definido.

Ejemplo:

F

En cambio:

1 2 1 2
1 1 2] |zl
La matriz cuadrada en ciertos casos conduce a produc-

tos conmutables. Siempre seri posible en este caso efectuar
ambos productos, es decir:

i
e
(4041}
N

? no tiene sentido

A.B # B.A Si las matrices no son conmutables
A.B = B.A Si las matrices son conmutables.
Para distinguir estos diferentes tipos de producto con

respecto a los factores, (ya que conducen a resultados dife-
rentes) en general se dice que:
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A.B : A pre-multiplica'a B
B.A B pre-multiplica-a A
En algunos casos se habla de post—multiplicacién i.e.

A.B ; B post-multlpllca a A esta expresidén es poco
usada. ,

Matrices permutables: Si dos matrices A y B poseen la propie-
aaa conmugafiva y ademis los productos son iguales se dice que
son. matrices conmutables. O sea;

"A.B = B.A

entonces: A y B son matrices permutables o conmutables.

>

Producto matriz fila por matriz columna: . Este tipo de produc-
To fue periectamente estudiado en el capltulo de producto de
vectores. En esta parte se observa que esto no es mis que un
caso particular del producto entre matrices:

[a » c]. m =[ax v by v oz]

simbélicamente el producto es:

A(1;3) B @1 =C (1)

el producto es un escalar o elemento Gnico.

Ejemplo:
o o 2 .
[1 2 1 2]»‘0 - 4
(4]
11

Producto matriz columna por matrlz fila: COnsidenamﬁs o1 si-
guiente producto: o :

[][ ;2] - [ ay 2z

cX Ccy ¢z

La regla s1mbollca 1ndlcara

A(3,1) .B(1,3) =C (3 3)
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Ejemplo:

b

1
1. [1 0 1] =
1

Matriz cuadrada post-multiplicada

(eNoNeol

o pd

por una matriz columna: Sea el

SigUIGﬂte producto:

a b c X ax
d e fl.]ly]|=}dx
g h i Z gx

O sea:

+ by + cz
+ ey + f=z
+ hy + iz

A (3, 3) .B(3, 1) = C(3, 1)

Se usa en la resolu-
cidon de sistemas de
ecuaciones.

Por ejemplo, en un sistema de ecuaciones del tipo:

a x + bly cy
a2x + bzy

u

Co

Se puede escribir en forma de producto matricial:

En general:

811%; * 230%2 + .- in*n 1

ag1%1 t 299%y + *a5,%n T Pg

am,lxl M amzxz + + amn n = m
como :

all al2 . aln xl b

a21 a22 azn Xg - b2

aml am2 . e amn Xn bm
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3.5 Principales tipos de Matrices: Dada la frecuencia con
que ocurresclertos tiposde matrices, es conveniente enumerarlas
y destacar algunas de sus propiedades .

nglnlclggz Una matriz de orden (1 n) es un congunto de n can-
‘ o tidades ordenadas en una fila cominmente 11amada
vector-fila o matriz-fila.

Ejemplds:
a(1ie) =2 1 0 1]
B(l:n) [bl by «..b ]

Definicidn: Una matriz de orden (m,1) es un conjunto de m can-
tidades ordenadas en una columna 1lamada vector-
columna o matriz-columna.

li

Ejemplos:

A(331) = [1]
o

1

by

B(m;1) = | .2
b

- m’.

Definicidn: Una matriz de orden (n,n) en que sus elementos
tienen,la propiedad;:
aij = 0 para i ¥ J ‘
aij #= 0 ' ‘para i = J

se llama matriz diagonal:

Ejemplo:
a 0 0
D(3,3) = o] 2 Ko}
' 0 0 5

Los elementos ne nulos selencueﬁtran en la diagonal
principal. En general:



D(n,n) = d

designari una matriz diagdnal n-dimensional. También es frecuen-

te encontrar el simbolo: D( d;, dg , ... dj ) para representar
una matriz diagonal, o bien, diag{ 0,0, ... O, dy, dgy v dm)
' Definicién: Una matriz-diagonal en que todos sus elementos en

la diagonal principal son iguales a la unidad se
llama matriz unitaria.

Esta matriz se representa porila letra I y un sub-indice
gara indicar el orden. La matriz unitaria es necesariamente cua-
rada. ' .

Ejemplo: -
1 0
13 =
K o 1
In = 1 .
0 "1
b L

Algunas veces I se representa como:
1= "-613 “ = [ o 13]

en que 5\1 es el elemento general de In. Se designa J” con
el nombre de Delta-kronecker, caracterizado por:

| = 1 gi i= J
5. )
J 0 ei 1 # J

Eztg matriz posee propiedades similares a las de la unidad nu-
mérica.




- 16 -
Teorema: Sea A{m,n) una matriz cualquiera e I una matriz
unitaria, entonces: o

Im A = A

A1l
n

1

A

IA= AI = A ’;si_m =n

Teorema: En general cualquier potencia de In es igual a I.

n
(In), - I
Entenderemos que (I) es equlvalente al producto°
n

(oo (1. 1) 1) cee Iy = (D)

Definicibén: Una matriz de orden {(m,n) en que todos sus ele-
mentos son iguales a cero se llama matriz nula
o cero, Se designa por 0.

Ejemplos: -

o

Ol
]
I
00
(I—

0=

Q000

Una ecuacidén matricial de la forma:
AB ;:Mc‘

no necesariamente implica, alguna de las siguienfe altefﬁqtivase
A=0 &6 B= 0 ; A=0 y B= 0 | -

Probar esto mediante ejemplos.
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siempre que el producto esté definido

oI » »
oo@"'
> Ol O!
o001

Win

o
(o]]
1]
(@]
B
)]
Puls
(]
3
ko]
Ly
(1)
el
[
(]
3
~~
=
]
A4

H

Definicién: La matriz transpuesta (simbolo A') de la matriz A
es la matriz que se forma intercambiando filas ¥y
columnas de A. O bien, se emplea el simbolo A

Ejemplos:
1.
11 *12 %13 311 21
A= ; A" = |
31 23 23| A 210 %22
| #1323
2.
"blj
B = ' =
[bl by - bn], B )
2
th-
30
1]
c
- 2 '
c= ;¢ o= [ca : ]
, 1 % . ?m
ém
Teorema : La operacidén de transposicidén tiene las siguien-

tes propiedades:
i+’ = A +~BT

T
(A ° B)T ‘= B ° AT
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Ejemplos:

le', _ T - T )
1 3 [4 |
llz| + F1 = 1 = [4 1 2]
OJ 2 2 |
X i
- T o
1 3] 11T 1317
1121+ |-1 = 21 4+ |-1
O_ ] [ O | 2
\
= [1 2 o] 4[3 -1 2]
= {:4 1 2]
2.
P
[1 -1 o] .[1
i = [1 + 1 + 0]
0
. 2
T T
L -1 o] 1 1 T
Y | S [1 -1 oj
) 0
[ 1
= [1 -1 o] =1
0
= [1 + 1 ¢ Oj
= 2
3.
1 0 4 1 3 4 14044 340-4 44044
2 1 2 2 0 0 = [24+2+2 6+0-2 8+0-2
3 -1 1 1-1 1 3-2+41 9+0-1 1240+1|
» T
5 -1 8
=l6 4 10 ,
2 8 13
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5 6 2
/ ;-:—1 4 8
8 10 13
T T T
1 0 4 1 3 4 1 3 4 1 o 4
2 1 2| .12 o o =l2 o o 2 2
3 -1 1 1 -1 1 1 -1 1 3 -1 1]
1 "1 2 37
-1 o 1 -1
1 (4 2 1
2-2-2 3-2-1
6-0-2 9-0-1
8-0-2 12-0-1

2
8

i3

Definicidén: Se dice que una matriz es simétrica si es igual a
su transpuesta. Una matriz simétrica es necesariamente cuadra-
da y sus elementos son simétricos respecto de la diagonal prin-
cipal.

(lr".‘

Si A= A entonces A es simétrica
Ejemplos:
2 2 3
T
A=1]2 3 5 = A
13 5 -1
A es simétrica pues AT = a
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4 T
= B, B es simétrica
0 -1 0 3 '
3

Definicidén: Una matriz antisimétrica se define por la igual~-
dad, matricial: / : ‘ '

T
A+ A = 0

o por la relacidn equivalente:

a = =3, si i

ij ji =
2y = -2 => ajy = 0 aij % 0 siis##®=j, vy
o aij - 0 si i=]
Ejemplos:
_b -2 -3 i 0 2 3
A= | 2 o} ‘-1 ; A" = |-2 o 1
3 1 0 -3 -1 0
luego: ) B
| 0 -2 -3 o 2 3
A+Aa= |2 o -1|ls+]-2 o 1
| 3 ol |3 -1 o
K 0 0|
A 4 A'; 0 0 O0|: A es entonces antisimétrica
_0 (0] O=

Se observa que una matriz antisimétrica, es cuadrada
y los elementos de la diagonal principal son iguales a cero.




-21-

En resumen, tendremos que:

O simétrica

T
A - A

A % AT - O antisimétrica

Corolario: Cualquier matriz A puede escribirse en la siguien~
te forma:

A= A + A, A = matriz simétrica

A. = matriz antisimétrica

A

- 1 1
A A

s = 5 + >
y A _ lA - 1 A?

a~-3 2

luego:
A + A = lA 1,0 1, _ 1A' -
S 1 a 5 ¥ EA +~2A 3 = A

Matriz.triangular:

Definicidn: Una matriz es triangular si los elementos sobre
(bajo) una diagonal son cero y los restantes
elementos bajo (sobre) la misma diagonal no son
todos cero.

Si los elementos sobre la diagonal son no nulos, se
dice que la matriz es triangular superior, si los elementos
inferiores son no nulos se llama matriz triangular inferior.

Ejemplos:
(0 2 3 4
0 (¢ -1 (o)
triangular superior
0 0 0
(0] 0O (@) 0 |
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1 o o o]
2 (4] 0
-1 -1 4 (4]
|3 o 1 2
1 4 6 3 2
(¢} 5 1 -2 3
0 0 4 -1 2
(¢} 0 ¢ 2 4
(¢} (4] 0 0o -1
3.6 Particidn de matrices:

triangular inferior

Es conveniente para propdsitos de cdlculo, particio-

nar matrices en términos de sub-matrices.

Definicidn:

Particionar yna matriz es una operacidén que con-
siste en dividir en sub-matrices la matriz dada .

Esta operacidn se puede reallzar de muchas maneras,

por ejemp10°

las siguientes particiones son perfectamente posibles:

211 12§

\
a 3.22%»
| %31 332 1

321

L.

313

293

211

a
31

Y

212 233
399 223
a a

32 33

e

§
allz 219 13
a ! a
21} %22 “23
S T
|
2311 232 %33

;
R D

0
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o bien,simbélicamente:

A11 AIZ

1A A
21 22

en gque los bloques, celdas © sub-matrices Aij son:

211 %12 |
At | . ; A1 F [a31 asz]
P21 22|
213 |
A197 .. 1 ; Ay F [a33]
| 723

Es muy interesante estudiar las propiedades algebraicas
de las matrices particionadas.

Suma de bloques: Supongamos sean dadas dos matrices A y B; se
busca la suma de ellas en términos de una particidén dada. Es
necesario para sumar dos matrices, que ambas sean del mismo or-
den, ademas para sumar bloques, ae debe tener también las sub-
matrices de la particidn que deben ser respectivamente del mis-
mo orden. O sea:

A A

11 Mzl 11 12
A= ; B =
A A B B
21 22 21 22
luego: _
'FAll [B1 B,
A+B = +
| 421 Bo1 Baa
RETRE-T AL, + By
| A21 1 By A2 t By
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Siempre que: orden de A = orden de B

y orden de A,, = orden de B_ .
iJ 1J

sélo y solamente en este caso podemos hablar de la suma de
A + B por medio de bloques Aio-+ Bi' '

3 3
Ejemplo: N . o _ A 3
2 3 3 o 1 17
a=l1 2 2| ; B= [1 1 o
2 2 1 | o o 1

Se podra sumar por sub-matrices si la particién es similar

| i
2 3 | 3 0 1 ' 1 Cll 012
A= |1 2:2; B= [1 1l0|; c=
..... ‘..... ....,.._....'..'_
2 2,1 o o1 C21 Cag
entonces C = A + B en que:

e
fod
}...l
1
i 1
N
N W
_
+
[ =)
R
el
i
] 1
NN
W -
[

2]

Q 0Q
N N
N =
1 it
Pt N
fd
+
. N
B
— +
it 1
O
—
N
- o
| -
1]
T
[ V]

N
W

0
0
%)
|
e bk

2

N
ARV

pero no podriamos escribir la particidén asi:



2 3 | 3 o |1 1
A=|1 2 : 2 : B= |1 ' 1 o
2 2 | ol o 1

y escribir que:

i

C A+ B

Cll‘— A11 + Bll ; ete.

ol

Producto de Matrices Particionadas: Si el producto A.B, esta
definido y ambas matrices A y B son part1c1onadas de una cier-
ta manera —siempre que el orden de particidén de las columnas
de A sea similar con el de las filas de B— entonces el produc-
to A.B puede calcularse empleando la conocida regla FICO.

Ejemplo: _
3 All Alz A13
A‘=
By1  Baz Ag3
B11
B
B = 21
By g

A. B tiene sentido, pero ademas el namero de columnas de

las sub-matrices All’ Alz’ A139 debe ser igual al nimero de
filas que tienen las sub-matrices B11 s 21, 31, respectiva -
mente.
Por ejemplij ) (3) (1) )

2 2! 1 o o]} 1] o ° 3

2 2!0 o 0,1 1 13

1 1 E 1 1 1 E o| 1 1 3

= lo_ob1 1 _oios @2 o 1”7
2 1 E 1 o 1 E 0 2 0 1
2 111 o 1lo] (M2 o 1]
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Se puede observar en el ejemplo anterior que el nimero
de columnas de los bloques de A son: (2), (3) y (1). 1Igual-
mente, los niimeros encerrados entre paréntesis adyacentes a
la matriz B, nos indican el nimero. de filas que tienen las
respectivas sub-matrices. En consecuencia, dado que coinci-
den exactamente, el producto serid legitimo.

Supongamos que esta condicidn se verifique para las ‘ma-

trices A y B; el producto por medio de bloques dados por la
siguiente particiédn: ’

| As | ;  Be S EEEEE
seri similar al producto entre matrices antes definido: .
B

A.. B.. + A_ B Ay B, + A, By,

“11 11 12 21 12 7 12
A.B = ~ ' o
Ag1 Byx + Ayp By Az1 Bip t A5 By
Definicidn: Una matriz B, se dice inversa de una matriz

A, si se tienen las siguientes igualdades:

AB= 1 y B.A = I

Emplearemos para designar la matriz inversa de A el sim-

bolo A™* Este simbolo es andlogo al del élgebia de los nii-
meros reales: : _

a.b b.a= 1 : a, b nimeros reales.
Lol

. a
pues

a

=

W]
o)
S
"
i

y el simbolo para b - l , Se recordara que es:
. a P

-
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Si dos matrices A y B tienen matrices inversas y son
del mismo orden, entonces A.B tiene inversa dada por:

~1
(A . B)

Teorema : La inversa de un producto de dos matrices es igual
al producto de las matrices inversas permutadas.

-1 -1 -1
(AnB) - B ° A

Demostracidén: Por definicidn de la inversa de una matriz, supon-
gamos que: :
-1 -1
(A.B) (B . A )=1

pues:
-1 -1 -1 -1

A(B.B ) A = A.I.A = A.A = I

Igualmente:
-1 -1

(B . A ) . (A.B) = I

entonces: ,
-1 -1 -1
(A .B) = B . A

R . . . - . T ..
Teorema: Si A tiene inversa, también tendra A, y sera igual

-1 m
a (A )

R ‘ -1 7
Ayt - @
Demostracién: Como por definicidn:

T - | -
BoahTs et e

i
L

T T ' -1.T

y a-H?t A (A . A7) mT= 1

o @h™h = ah?
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Ejercicio:

1. Dadas las matrices:

2 3 1 2 11
15 6 3 o -2 1
A= ; B =
2 0 1 2 4 5
2 o0 2 4 -3 2

encontrar:

-1 - 1
{(B oAl)T}'l = SL(%-

Ejercicios:

1.1

Dada las matrices:

2 1 ‘ 3

a=la 3| B= |1
1 3 2

calcular: A+ B ; A-B; B+ A ;

Calcular




5.2

5.3

Dado: ,
1
0
calcular
Calcular:
en que:
Desarrollar:
A
en que:
2y
Z -
Z9
1 2
-1 e

N = N
= N = N

- 29 -

Yy 1
Y = : B= 0 ; A=
Yo 3
2
3
1 -1
2 2

-2




[1 1] 1 0
_ |0 1
[xl %y | ay a,
_bl b2
[Xl X, x3] .11 O O}f; -Xl x2 xé] 11 1 1
O 1 O 1 1
) 0 0 1 ~lo o 1
[Xl xz K3Jj . I I .[%1 x2 x3] . Explique

el significado de I, en ambos casos.

Encontrar las componentes del vector x:

rl l] . | X1 [1]

T 2|
[xl xz] _|°
1 o 2 1 1 2 1] 1 2
7
3 3 1 3 2|, |1 2 2 1
2 1 3] 3 4 4 1|
- 1 2 2 1

2711 *12 %13 *1
a1 a2 223 i Xy
| %31 %32 %33 | %,




Escribir en forma de producto de matrices los siguien-
tes sistemas, (sin resolver, ni calcular las variables):

8.2

8.3

9.2

10.

2x + 3y = 0
ax + by = 0
cx + dy = 0
5x1 + 2x2 + x3 = 0
Zg +  Xq = 1
X3 + X9 = O
Ejecutar los siguisntes ejercicios:
2 -1 0 1
2y .]Jo 1|~ (5) 0 -1
| 1 1 1 0
—2 1 -1 1 -1
(3) -
2 1 1 1 (0] 1
Sea —
1 S ¢) o 0
A = B =
0 (¢ 0 1

JPuede el producto de dos matrices diferentes de

cero ser iguales a cero?.

Encontrar AB.




11. Sea 1 2

e A= ’ , calcular
2 1
2 3 n
A ;A ; ... ; A

a b . a p |
A= ;A =
b a b a
12. Sea
A 0
A= 1
A2 1

encontrar An°

3.7 Equivalencia de Matrices

En el capitulo I se estudidé una serie de operac1ones
elementales que transformaban sistemas de ecuaciones en Sis-
temas equivalentes. En parte, se adelantd, algunas de las
propiedades de los sistemas se aplicaron a cuadros de nume-
ros o matrices. Dedicaremos -esta parte, a estudiar el
efecto de estas operaciones elementales sobre las filas en
una matriz y veremos hasta donde se conserva la equivalencia
de estas matrices. Daremos el nombre de transformaciones
elementales de una matriz a cualesquiera de las siguientes
operaciones:

Ti‘ = la transformacidén que intercambia el vector
J A. por A-
Ti(c)= 1la transformacién que reemplaza el vector" A
por cA
Ti.(c) = la transformacién que reemplaza el vector

A or A. CcA.
! P i + 3

; Se puede observar que una transformacién queda
anulada por una del mismo tipo,pero en sentido inverso.
Es decir, dada una matriz: -
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Definicidn: ‘Se -designa con el nombre de matriz ele-
mental la matriz que se obtiene de I por 1la
<aplicaclon de un tipo partlcular de ‘trans-
formaci6n elemental T. ; T :(I)

‘Ejemplos: ‘Sea 1.+ |1 o ‘0 |, entonces Toz; Tylc) y
- 3 Jo 1 o
. 519 0 1- »T23(k):tﬁansforman I, en

‘Yas ‘siguientes matrices, respectivamente:

1 0 o 1 0 0
0 ‘0 1f; ;o 1 k
0 1 &) |0 ‘o 1

“Todo* eperac"on ‘eleméntal T sobre una matriz A, -puede -con-
‘gidérarse “como ‘el producto entre las matrices: "E .. A.

‘Asi ipor ‘ejemplo:

T¢I A) = (T I) A

‘T A= E A

, Convendremos en identiflcar por E las matrices. -elementales,
igualmente ‘

.:?i{j Ly ”?ij(c) ,«Ti (g) sean ‘también ‘matrices |
‘provenientes ‘de -Ia "aplicacién de Tij’ Tij(c)’ 15@)Sobreil respec-
“tivamente.

‘T, . I : T.t]
‘ij ij.

Ti5(é)71

il
'_g‘I I
»

~
0.
~
—

Tyile) T

[
w3
[
Cu
~
(¢}
N
[—

“Anteriormente hemos definido el concepto de matriz inver-

‘ga A1 ‘de A. ‘Es-aquella ‘que satisface las siguientes propie-
~dades :




-

Es evidente que las matrlces elementales anter1ores apli-
cadas sobre sus inversas, poseeran la propiedadades- anter10reso

5 ] [ ] I T, ] -1 [Tji]
14 (c)] [T (1)] [Ti(c)] - [Ti%)]
_Tij (c?] 'EPiJ' (-c)] I:Tij (c)]-—l El‘ij (—c)]

Teorema: Cada matriz elemental tiene una inversa que es
: 'a su vez una matriz elemental del mismo tipo.

"
-t

L]
=B

Luego:

Uno de los conceptosimés importantes en el estudio de matrices
es lo que se entiende por rango. -

Definicidén: Llamaremos rango de una matriz E el nimero de
filas diferentes de cero.

Ejemplo:
lo dl 0
1 dz
D= ; r (D) = 4
d3 )
20 ud e
_ d | -
D= 2 7 ; diag. (dly dzg d39 0, 0)
dg
(¢) 0o
0 .
(D) =
El simbolo que utlllzaremos es: r{(E) - sera un nidme-

ro natural positivo. Poco antes hemos dicho que la relacidn de
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‘equivalencia, divide el congunto de todas las matrices de orden
m X n en sub~-conjuntos, cada uno de los cuales, posee una matriz

E Gnica.

Bastara probar que el rango es una invariante ante un
niimero finito de transformaciones elementales. Efectivauente:

Teorema: El rango'es una invariante de las matrices bajo
transformaciones elementales T.

De esto resulta .que los ultimos teoremas nos suministran
un método practico para encontrar el rango de una matriz cuales-
quiera A. Bastara buscar la matriz E que le es equivalente:

A w1 E

luego contar el nimero de filas diferentes de cero.

L}

Teorema: $Sea A (n E, entonces r(A) r(E).
Definieidén: Una mﬁtriz A de orden n x n se dice no singu-
e lar, siempre que r(A) = n. En caso contrario
es singular:r (A) = n.

Teorema: Las siguientes prop05101ones respecto de A(m; n)
S son equlvalentes entre si:

(1) A es no-s1ngu1ar

(2) A es igual a un producto de matrices
elementales.

(3) A tiene una inversa.

Demostracidén: Para demostrar esto hacemos el siguiente ciclo
" de implicaciones:

1 = (@)
2) = (3)
(3) -;—-—> (1)

El teorema anterior permite confeccionar una regla practi-
ca para encontrar 1la matriz inversa de una matriz A no singular.

; . -1 .
Regla: Para encontrar la matriz A de la matriz no sin-
’ gular A, se aplican sobre I las mismas transfor-
macionesyen el mismo orden que redujeron Aen I.

7




Ejemplo:

Ejemplo:

pues:

EV/gev

-1 o
Ek ) (Ek E . EZ El) A
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o
s

H
T

"
X
&
-1
.
N .
=
t
A
-t

E A = (E

¢ 00 00 ® 0@ 0 b e © O % 00 © 0 06 0 0 ©0 00 O 0 0 e 0 06 0 O

-1 -1 -1 -1 -1

_V(Elez ) 1 (EZEI) A =,(El Eg ) (E3 oo o B E 1)

T TTk-1k
o =11 . -1 -1
A = E]" Ey ..l B g BT

-1
ATz (B Ep_q-..Ey Ej) I

(Continaa)

| 3/2 1 3/2 :
= |
2 0 1/2

©
| I




