ﬂﬁﬁo/éﬁfﬁsé

CENTRO DE ESTUDIOS DEL DESARROLLO
CENDES

ALGEBRA LINEAL

Profesor Eduardo Valenzuela

Caracas, Venezuela

1962




S



&

CAPITULO II

ESPACICS VECTORIALES

2.1 Introduccidn

La nocidén vector es muy usada en las ramas Matemiticas
y en las Ciencias Fisicas. La utilizacién del vector difie-
re un poco y depende primordialmente del campo en que se usa.
La creacién del vector resulta un hecho material, si es que
se contempla alguno de los tantos ejemplos que nos brindan en
la fisica, la mecdnica. Basta observar el fendémeno de la
aplicacién de una fuerza sobre un cuerpo, para comprender
que dicho ente "fuerza"requiere mias de una cantidad o nime-
ro para su descripcidén; ya que en efecto dependera de 1la
magnitud,del sentido y de la direccién de la fuerza. Sim -
bélicamentg se representan por una letra con una flecha de
sombrero: X .

Analiticamente, un vector en el plano, se representari
por un par ordenado de nimerocs reales, e. g: xl, x2 . Tam -

pién en este caso puede apreciarse que la magnitud y direc-
cién del vector estan caracterizados por la distancia del
punto al origen y la pendiente con respecto al eje horizon-
tal, respectivamente. En el caso de la fuerza, se recorda-
ra que "el efecto de la fuerza no depende del punto de
aplicacién, siempre que se mantenga la direccién", las fuer-
zas son del tipo de vectores deslizantes. Idénticamente un
vector puede ubicarse en cualquier punto del espacio; pero
es conveniente usar el origen de coordenadas como punto de
aplicacién.

Esta nocidn, se puede extender facilmente al espacio
de tres dimensiones, o bien, al caso general de n-dimensio-
nes. En cada caso el vector se representari por nimeros
reales ordenados, a saber: (xl, gy +oes xn). Cada uno de

los nimeros reales que figura reciben el nombre de componen-
tes del vector. De la fisica y mecadnica también hemos apren-
dido a operar con dichos entes: sumar, restar y multipli-
car un vector por un escalar, etc. todas estas operaciones
tienen una equivalencia analitica que estudiaremos posterior-
mente.

En el siguiente estudic presentaremos un ente puramente
matemdtico y general, sumamente Gtil, que podria aplicarse
a cualquier disciplina, siempre que la idealizacidn corres-
ponda a la nocién y caracterizacidén matemdtica que daremos.




En el capitulo I, hemos destacado que en el estudio
de las ecuaciones nos han aparecido ordenaciones de nimeros
reales tanto en filas, columnas ¢ en cuadros, que juegan un
importantisimo papel en la resolucidn de dichos sistemas.
Adelantindonos a la definicidén de los entes, los llamaremos
respectivamente vectores-filas, vectores-columnas y matrices.
El importante papel que desempefian justifica generalmente el
de considerarlos como entes matemidticos que requieren un ana-
lisis ulterior y sistemdtico. En esta forma iniciaremos el
estudio de los vectores simplemente como algo nuevo, dando a
cada paso la generalizacién que permita absorber cualquier
caso particular. Con la generalizacidn perderemos la clari-
dad geométrica de la representacién en el plano, o en el es-
pacio ordinario, pero ganaremos en abstraccién matemdtica
y ejercicio 10gico e imaginativo; en lugar de pretender una
caracterizacién geométrica de vectores n~dimensionales. La
siguiente definicién y los axiomas respectivos nos crean los
espacios vectoriales. Luego las ordenacicnes de nimeros rea-
les en filas O columnas nos crearia un ejemplo de espacio vec-
torial especifico, el espacio euclideo o espacio vectoria
en el campo de los nimero reales. S

N

Definicidén: Un espacio vectorial E es un conjunto de
elementos x, y, Zz, .... llamados vectores,
a los que se asignan dos leyes de composi-
cién, la suma y el producto:ixe

La suma es una composicidn binaria,; la simbolizaremos
por el signo mids: +. A todo par x, y, de vectores de E le
corresponde en E un vector x + y, llamados su suma, funda-
mentado en los siguientes axiomas:

Alz X+ y=y +Xx

Ay: x+ {y+r2z)=(X+y)+ 2
Ag: X4+ 0 = x

A4§ X & (—X) = 0

Nota: Los axiomas A3 5 A4 admiten la existencia de un

vector O y (-~x) llamados respectivamente origen
y vector opuesto. Decimos que los vectores en
E forman un grupo abeliano respecto de la suma,
con elemento identidad o, el inverso de X es me-
nos X.
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El producto es una operacién simétrica entre un esca-
lar (nimero real o complejo) y un vector fundamentado en los
siguientes axiomas:

Ag: a(x + y) = ax + ay
AG: (a 4+ b) X = ax 4+ bx
A7: a({bx) = (ab) x
AS: 1x = x

Dichos axiomas no son necesaria y legalmente indepen-
dientes, sino simplemente una caracterizacidén apropiada.

2Qué tiene que ver esto con nuestros vectores filas
o columnas?. Esta pregunta es perfectamente 1l6gica. Re-
sulta que el sistema anterior definido en el espacio vec-
torial E es consistente en si mismo y es completamente ge-
neral. En cambio los vectores filas y columnas son vectores
euclideos n-dimensionales en el campo real. Veremos y estu-
diaremos un ejemplo o casoc particular de espacio vectorial,
E3, que es el definido por tres nimero reales (triples) en
filas o columnas, que verificaridn los axiomas antes enumera-
dos. En el lenguaje técnico se mencionaradn como espacios
euclideos n-dimensionales (En) al conjunto de vectores n-di-
mensionales de componentes reales. Naturalmente estos vec-
tores satisfacen los axiomas anteriores.

»

Definicidn: Un vector n-dimensional x es una sucesidn
de nimeros escritos en una fila (
Xys Ky eoes xn) © en una columna

Cada X5 recibe el nombre de componente del
vector. Se denominan respectivamente vec-
tor-fila y vector-columna.

[3] [

Por ejemplo:
; etc.

N s WO



en que los componentes del vector son respectivamente:

NB W e

1; 3; 4; 2,

El origen de este nombre reside en la capacidad de re-
presentar en un sistema cartesiano un vector de dos componen-
tes como es el caso de [1] , por un punto. En que las com-

: 2 :
ponentes son respectivamente laabscisa y la ordenada del pun-
to. Es decirs :

1
a = 2
—————— . oo
ordenada o % '
sSraenads
|
segunda componente :
-
|
|
\
. .
.' abscisa o
1 primera

componente

En general, podemos hablar de un vector de n-compo-
nentes y escribirlo simbSlicamente por:

i b —
dicho vector tendria una representacidn geométrica en un
espacio euclideo n-dimensional E_. Naturalmente que, geo-
métricamente es posible represen%ar s6lo hasta el vector
de tres componentes: - :

2 «
Si b = 1 se tendrian que emplear tres ejes coor-
2
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degados para representar geométricamente en un espacio-eu-
clideo tri-dimensional al vector anterior.

Un vector-fila es una coleccidén ordenada de nimeros
escritos en una fila. Por ejemplo: (1;2) ; (0; 1; 2) ; etc.

Igualmente, un vector-fila n-dimensional seri un vec-
tor de la forma:

Nota: (1) Cuando un vector-fila tiene n componentes
se acostumbra separar los elementos por puntos
y comas, si son elementos literales pueden su-
primirse, si es que no existe confusidén alguna.

(2) Al decir "ndmeros reales ordenados' se pre-
tende distinguir los vectores de componentes

1 y 2, escritos por ejemplo en la forma: x =

(1, 2) seri diferente de y = (2; 1). Andloga -
mente en un vector n-dimensional x = (xl, xz..xn)
los sub-indices no solamente indicaran las dife-
rentes componentes del vector, sino que también
la posicidén de la componente respectiva.

Adoptaremos para este conjunto de nimeros reales or-
denados o vectores dos leyes de composicidon, definidos por
las siguientes relaciones:

1) Sean x = (xl » Ko, ...xy) ey = (v1, ¥9, ... ¥,) enton-

ces

X -y = (xl —yl, X9 =Y2,; --+y Xp - Yn)

2) Sea x = (%1, X5, ..., x,) vy si a es un nimero real

cualquiera; entonces:
ax = (axy, aXg, ... , aXp)

Veremos que estas dos leyes de composicidén satisfa-
cen los axiomas Al —>A8 y por ende el conjunto En’ con las
dos leyes, constituye un espacio vectorial en el campo

de los nameros reales.
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Ejemplo: Dado los vectores:.

X - (xl, xz, ¢ 0 xn)

¥ = (Y1, Yoo oo Yy)

z = (21, 29, ... zn)

y a, b nimeros reales cualesquiera

entonces; Al: X+ y=y+x

pues ' v X+ y= (x +Y1, 2+Y2: --?: ‘Yn)v

y . y+xa (y1+x1, yotXp, «.-) Ypvp)

pero ambos miembros son iguales, pues la suma

Xy + Vi

para i =1, 2,. ... , n

es conmutativa por ser ambos nimeros reales.

Ag: x + (y+2) = (x+ ) +2

como: x + (y + z)

pero por el axioma
demos esribir:

(Xl’ 2,...,xn)+(y1+zl ‘o ¥ntZy)

de asociatividad de la suma po-

= (x ¥ yl + zl cees X ¥y z )

pero esto es igual a:

il

(x+ y) + 2

(X + Y1: '>°I' s X 4+ yn) '\'i (Z]_;-°Zn)

(%7 + v1+ le'-{: X t Vn ¥ Zy)



Por ejemplo el axioma

Ay: a (bx) = (ab) x
a [§ (xl, Xy o s x#ﬂ
a (bxy, bxg, ... , bxp)

(abx abxé, ey abxn)

1?
en base a la conmutatividad del producto,'escribiremos:
(baxq, baxz; ..., bax )
o b(axy, axg, ... , ax,)

finalmente:
b‘[a(xl, Xz, ves Xn)]

Los restantes axiomas puede verificarles el lector intere-
sado.

2.2. Operaciones Algebraicas con Vectores.

Despues de haber creado los entes matematlcos que
constituirin los elementos de nuestro sistema, serd pre-
ciso analizar las operaciones algebraicas que podemos
efectuar, con el obaeto de que el sistema modelo matema-
tico pueda servir y ser aplicado con soltura.

Definicién: Dos vectores n-dimensionales x, y, se
~ dicen iguales si y solamente si, todas

las componentes correspondientes son

iguales, i, e. x4 = yy , 1 =121, 2,...,0

Ejemplo: -xl ‘ ' ~y1



_siempre que: Xy = ¥y

i
N

fl

{4.
N

Definicidén: La suma de los vectores n-dimensionales x,
'y, es otro vector n-dimensional de componen-

tes‘xi + ¥y, 1= 1, 2, ... , n,
*1 | A
Ejemplo 1: X = s 0y =
- *2 Y2
R e
X%y = +
%2 |72
x y
-3 |73

Ejemplo 2 a = [1 2 4 -g

()

+

o

i ]
—/
(@] b=
BN
(WENN

i
1O =4
-+

;

ot

S N}

I

0

ot
I |

o];'b=[12'c]-
o],+[12(a

a+ b : no esta definida

Ejemplo 3: | ~ a

i

0o
=T

a + b

O sea, para sumar los vectores-filas o columnas se suman
respectivamente las componentes homélogas. Se puede observar
que la suma estid definida siempre que los factores:
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(1) sean de la mlsma dimension

(2),s999:d?-la;mism%.fqrma

En general ten@;eggggt

Teorema: La suma de vectores n-dlmen51ona1es x, y, satls~

X+ ¥ =A y o+ X

x (y * Z) = (x + y) + z

Ejemplo 1:

Ejemplo 2:
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. -
9
13| + = +
. - o j
9 o 9
3 = 3
2 2 |

Definicidén: Sea a un vector'cualquiera; designaremos por
‘ -a al.vector negativo de a, y escribiremos:
-a = (-1) a. ' :

Ejemplo 1:
Gy exe (1) LR ex = T2
. Xz . -X9

Ejemplo 2: X= [%1x2 s eae . QEJ' entonces:

-X= Exl - Xz oo e -x;l'

Ejemplo 3: _ - ——
) Xl ‘ -'Xl
= | 2| 3 -x= |%2
Xn ";in
- - —-— ‘—— PR
" entonces: | % -X, X5 = (—x2
x+CGx)=| [+ = |
X, -X, Xn - ,(-Xn)'_\
— - 1 ol
S e\
10 '
x-x =10

o -
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X - x= 0

Definicidén: La resta de dos vectores (x, y) n-dimensiona-
les, es otro vector n~dimensional de componen-
tes iguales a:

Xi""Yi i=1, 2, ...,n’
EJemplo 1:
r -
X y1
X 1y
X = .2 H y = .2
X yn
e |
x=-y=x+ (-1)y
x| “ !
| *2| L ~Va
X -y
S SR e
‘ Xy - Y1
= *2 t Vg
*n o
Ejemplo 2: a= (1 2 4); b= (=1 3 2)
a~b=(1 2 4) - (-1 3 2)
= (1 2 4) + (1 -3 -2)
= (2 -12) . :

Definicidn: Un vector nulo n-dimensional, escrito O,
- estd definido como:
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ol
i
- OO0

.0 = (0 ... 0)

0
"

cuando no cabe confusién se usard el O como notacidén abre-
viada para un vector nulo.

Teorema: El vector nulc satisface el axioma Ag

Ejemplo :

- a3 : 0
a*Oa az + 0
 ag 0
_51 +* O
. =la, +0
a + O
193
n
a+ 0= a
Ejemplo 2: - - | - -
xq 0
xz 0
x=|. | y0 =1].
o
1, |
Ll e
X% 0= |25 + o | = Xg + O
Lfn— ' L0 : X, + O
X, |
X
X + 0 = 2 - X
| *n |
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Definicidén: E1 producto de un escalar a por un vector
n-dimensional x es otro vector n-dimensional
de componentes:

axi’ i= 1, 2, * 0 e £} n

Ej .
jemplo X1 ax)

o
]
«

X2 aX2

a . (Xl xz) = Eaxl axg

El producto escalar-vector es el producto de un nimero
real a por un vector fila o columna en que cada componente
queda multiplicado por el escalar.

1 2.
Por ejemplo: 2-[5] = |9 ; = [2]
en general: - _ B =
Xg ax,
a ° °
b4 ax

Teorema: El poducto de un escalar por un vector obedece
- a- 1lés axiomas Ag, Ag

Ejemplo 1: - - - 1
2 -1 2 -1
a (|1 +l121)= a|l|l+ a 2
2 2 2
2-— L - L -
Ejemplo 2: = - -
2] 2 2]
(a4 b)|-1l= a -1 + b -1
2 Lz Lz

Representacién Geométrica de las Operaciones con vectores
bidimensionales

De la representacidén grafica de un vector bidimensional
se desprende: "A todo vector bidimensional le corresponde un
punto en el plano cartesiano y reciprocamente, a todo punto
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quefes’iguaIMeﬁtévdna‘ébmbinééién'lineal'de‘este conjunto.
Evidentemente, las ecuaciones  a) y b) prueban el teorema de
que A

r PO L
Ez:ai Xy forman un espacio vectorial E.

Esta idea de expresar un vector por medio de -combina-
ciones lineales de otros, serd la idea central que nos preo-
cupard estudiar. Ademas nos interesa abordar .el problema
de cuantos vectores son necesarios como minimo para escri-
bir o representar dicho vector. Asi, en el plano.se nece-
sitan dos vectores bdsicos o unitarios, que éen geometria vec-
torial se designan por 1asvle§ras i, j. De acuerdo a nuestra

notacidén, estos vectores en términos de componentes cartesia-
nos se expresarian por : '

i= (1, 0) w 3= (0, 1)

1 2
(x~, x ) se expresaria como:

Cualquier vector: Xx

xli + xzj o bien

™
1]

‘xl(l, 0) + xz‘(o, 1),

X

En el espacio tridimensional son necesarios tres vecto-
res unitarios: i, j, k. Cualquier vector X se expresara
por: : _

L 2
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a) que la suma de las comblnaciones lineales de los
vectores estin en E.

b) que para cualquier combinacién lineal de xl... .
x ., el producto cx pertenece a E. ‘ :

a)

r .
Sea: X = Y alx, ; y-= Y _bixi
. i=. T i=1 .

luego:

x-—y—S__ax tbixi o

?SE: (at _ bi):xi'

1
pero esto es una combinacidén lineal de este cdnjunto.
b)

Sea:

x = alx, y ¢ = real

entonces:

o]
: [}

0
T m

L IS Lz}
]
e
"
-t

b
i
Hr]
0
~
]
[¥R
o]
[:]
0
1]
~r
b
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2.4 Combinacidn lineal de vectores

Las operaciones definidas entre vectores y escalares
permiten coastruir lo que se llama una combinacibdn Iineal,
» . . o p -
que sera de tremenda importancia-en 1o que sigue:

. Definicidn: Una combinacidén lineal de m vectores n-di-
mensionales Xy, X9, ... , X, €S un vector
de la forma:

en donde los c; son ndmeros reales cuales-
quiera.

»Ejemplo:

sean Xy, X9, Xqg definidos por

_[1 G 1
Xl— 2 "y Xz = 1 H X3 == 3 ; cl= 1; 02= 3; 03:5
3/ ' 2 2
entonces, la combinacién lineal correspondiente es:
1 o) 1
C1X7 + CoXo + CoXo, =1 [ 24+ 3 (1)t 5.{3
171 ‘2 2 373 3 ) > \2

dicha combinacidn representa otro vector, que llamare-
mos x , que esti dado por: ‘

1 4+ 0 4+ 5
x=12 %+ 3 ¢ 15/
|3 + 6 410

6

~ =
3L -

20|

19

il Teorema: El conjunto de todas las combinaciones linea~-
‘ ‘ les de un conjunto finito de vectores:

Xyy Egy ve.. X de En forman un espacio vec-—

r
torial E.

Demostracién: la demostracidn se basard en probar dos cosas:




10'

11.

~23-

~Sumar y restar los siguientes vectores,. si la suma no
es realizable indique por qué:

(o) -6
4| * ;o |-1 : 4|2
| 6 2 -3
1l . a 1
a 1[120];2 i[l,;z]; 1 *
o 4 |1

[3 4] ; [124760] [(_)1 1001]
[1 -1 -1]‘_[?41‘1» 1 2]

Multiplicar 10 vectores indicados por los escalares
siguientes: 3; -4/5

Es 11 29]; [3 4 1{[ [-100}

Efectuar el producto escalar 1nd1cado,‘1nd1que si no
es realizable. ,

246 7] | ;’[_1-2 4 -6 -6).
2 .
4
-1
-1
—'J
3 ;3],.\_124003 17-, ;
) -1}
f;o
1|
=11
-6
hﬂ
G -
Demostrar con un ejemplo que axy = (ax)-y= a(xyzgx,y~

vectoresja escalar

Demostrar con un ejemplo que: .
x (y + z) = Xy + xz ; que condiciones dében‘cumpli%
X, ¥y, 2°?
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dos manzanas, 1 chocolate, 2 caramelos
tres caramelos, 5 manzanas, 2 naranjas
un pastel, 2 manzanas, 12 naranjas

N QwWe

.1 Represente por medio de un vector fila las di-
ferentes clases de articulos comprados.

2.2 Escriba las compras efectuadas por A, B, C como
un vector fila, de la misma dimensién de 2.1.

2.3 Dado el wvector precios:.

100 -~ cada manzana
50 - cada chocolate
10 - cada caramelo
50 -~ cada naranja

250 -~ cada pastel

e ]
it

e

Calcular las cuentas individuales de A, B, y C em-
pleando la notacién y producto vectorial.

2.4 Calcule de diferentes maneras la compra total de

los hermanos en el almacen.

Demuestre mediante un ejemplo que la multiplicacidén vec-
torial satisface las siguientes propiedades:

it

(a y) = a(x . ¥)

»

¢ (y+2) = Xy + Xz

a4

en donde a es un nimero real , %X, ¥, 2 vectores. De-
fina ademads las formas y dimensiones de los vectores.

- wfa.b—lw' = v 3 D=8
Xy xz) vy oa =g =lo si x a= X; ¥y X D=dg,

calcular los componentes del vector X.

Sea x = (

Representar geométricamente en el plano los vectores
siguientes:

1 a1 ' T |
i = . - ° ] .
217 . L:l 2 [4 H —1 G ) ¢] il HE -11 -11

-

Representar en el espacio tridimeansional:

Azl s [-1 -1 10 ; El 12 -10
1] =

b et ot
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Ejemplo 2:

5

12 g fof=[r2 ]|

= (~18 + O + 36) =+ 18

Y N
1 4l=z (-6 +4 +3):
ts

z +E§1 J] .

L
-t

-

1 1]
&t re?
e =
| i
un L:J

= (3+2+4)+ (-2 4+ 2-1)=(3-8)=1

Durante esta primera etapa podrlanos justificar 1la nota—
c1on vectorlal argumentando asi: v

)

(2)

()

Ejercicios:

tiene las ventajas que una coleccidn de nidmeros se.
pueden representar por un sélo simbolo matemdtico.
a, by c, ..., %, ¥, 2z, :

dicha coleccidn puede tratarse como cantidad dnica..

permite establecer relaciones complicadas:en forma:
simple.

Dados los siguientes vectores:

a = (1, O, -2) x= (1, 2, 3)
b = y =
1.1 a.b+x .y 1.2 (2x - 3a)...b

1.3 (2x~3a)_.'(2b—y), 1.4 (a +;x)i(b —.y);

Suponvamos que tres hermanos van a comprar a un
almacén diversos allmentos, a saber: -
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. Convengamos en que el productd de un vector-fila por
un vector columna esté dado por la suma de los productos
de las compogentes'homélogas,‘,: A o

Definicién: El producto escalar de dos vectores

' x, y n-dimensionales, (x vector fila;
y vector columna) escrito abreviadamen-
te x . y, estd definido por el nimero
real igual a la suma de los productos
de las componentes homélogas de los vec-
tores X.. V.

: RN LY
X .y = (xlxz... xn) .| ¥o = :E Xi ¥i

In

e

por éjemplo:
C ~ T2
dadoa= (0 1) ;b = [é]

a .b=( . 2 + 1 . 3) =2

Debe destacarse que en este producto escribimos pri-
mero el vector-fila y luego el vector-columna, pues €S asi
_como hemos definido este tipo de producto escalar. La )
“multiplicacidn de vectores filas columnas entre si, no es-
't4 definida. -

~ Ademds se observa que el producto: €s un elemento nu~
mérico o vector de una componente. (es un escalar)

Teorema : Dado los vectores x, y, Z, ¥ €l es-—

calar a, el producto escalar posee
las siguientes propiedades:

a (x .y)= (ax)». y = X . (ay)

% . (y + 2) X .V 4+ X . 2

Ejemplo 1:

3 (L1 2 4]@ = [-2 6 13)

Wo o

= (~18 + © % 36)= +18
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pio al alumno. Ciertamente cabe preguutarsec siendc las
propiedades las mismas, porque han de crearse dos notacio-
nes o formas diferentes. Entre las razounes que existen
estdn las que se vieron al estudiar los sistemas de ecua-
ciones lineales, en donde aparecieron colecciones de ni-
meros (coeficientes) ordenados en filas o columnas que te-
nian importancia ean la solucidn del sistema. Para diferen-
ciarlas es que se cred estos dos tipos. También en cierto
tipo de cdlculc es coanveniente dicha notacidbn.

Ejemplo:

(¢)
o]

Supongamos que una fabric rodu tr rroductos di-
fereates. De A produce 10 unidades, de B yro ince 20 unida-
des, de C produce 50 unidades. Eil costo por unidad A es
100; de B es 200 y de C es 5C. Se obsc:va aqui quo exis-
ten dos entidades diferentes, a saber iodvesiones de los
productos A, B, C y los costos en 3 por unidad de estos
productos. Podemos en esta forna utilizair ios veciores pa-
ra representar ambos datos sin confusidn. E1 vector fila
a = (10 ; 20 ; 3C) representard las producciones de A,B, C

y el vector coclumna.

ot m
w3
By

i

100|
200| representari los costos.
50

o
H]

o]
il

(1c A; 20B ; 50C)

100 pesos / A
b 200 pesos / B
50 pescs / C

i

La pregunta loglca sera gcual es el coste de produc~
cion de estos tres articulos? -

Realmente lo que interesa es multiplicar el vector-pro-
ducecibén por el vector-costos para obiener el costo de pro-
auccion, desde luego dicho costo es un escalar o mimero que
indicara c1erta cantidad de pesos. Vectorialmeu: se entonces

a

tendriamos que representar el producto por: a . b

b

o bien, a . b = (10 ; 20 ; 50) ice
2C0
50
pero por otra parte se desprende que el costo zztara dado por
la suma:
Costo

10 . 1CC + 20 x 200 + 5BC x 30
1000 + 4000 + 25C0
Costo =# 7 300

i



Ejercicios:
1
1. a = 1 b =
O
éalcular:
: 1.1 a + 2b-+ 3¢
1.2 2(a + b) - 3(b + c)
1.3 ' % (a + b + c)
2.
2 -2
u = 1) ; v = 1]; w=
3 C,
2.1 1
. = u - 3u ~ w
5 ‘ v
2.2 (Uu+v)+weuds (vaw)
3. cuando sea posible efectle las operaciones, en caso
contrario de razones.
l -
1 =
3
3.3 2 -1 - =
1> + (-1 ;
1 -1 o
2 |1 + O |+ 3 1
) _ 2 1

X
+ x;

X3

W N

2.3 Producto de dos vectores

U= N

X
encontrar x= xz,
X3

Sin duda 1la 1ntrodu0010ﬂ de diferentes tipos de vec-
tores, a saber, filas y columnas podra extraﬁar en princi-
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el vector suma, es el vector OS parte en O y termina en S.
Relacién ev1dente, si se contemplan los rectangulos compo-
nentes en ella. "Dos vectores geometricos se suman emplean—
do 1a regla del paralelogramo

Interpretacidn del producto de un vector por un nGmero real.

Basta observar la figura para comprender que dicha ope~
racidén es equivalente a estirar o contraer el vector dado
(segin sea c¢>ocs 1)

P - - - wm -— -

~ex

‘¢l

Vector opue to>

-/

Vector:xesta X =y

X =-y=x+ (-y)

A
AN
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El vector geométrico se designa por 5§ y lIo caracteri-
zan: : ‘

Longitud L ) .

Sentido = OPp

Direccién = angulo €

Por el extremo P podemos béjar-perpendiculares ¥y encon-
trar los valores Xj, Xg. Dicho par define un vector bidimen-

sional. Entre ambos existe las relaciones evidentes:

2 2 2
tg @ = __ 2 _
. =

Interpretacidén geométrica de la suma.

Sean dados dos vectores: X, y bidimensionales. Encon-
trar graficamente el vector suma x + Y.

Sean x = (x1 y Xo)

1]

v (Yl 9 Yz)
entonces: x4 y = (X3 +y1 , Xg + ¥g) PoOr definicidn

Sp

X2

¥2
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del plano le corresponde un vector bidimensional"

Asi por ejemplo: - x,

Fara representar geometrzcaﬂente el vector X = (xl } x2)
de componentes:rg~ '

S 1.5

representamos; ada unoc de los&componentes sobre los ejes
perpendlculares xl~x2, luego por los puntos encontrados 2 y
1.5 trazamos las-paralelas de:los’ ejes, obtenemos un punto
P (ver figura). _

e il

Reciprocamemte si desde Q. (ver figura) bajamos L s
ambos ejes, elios determinardn sobre el primero en una magni~
tud X1y sobre el segundo una magnitud X9, que serd preciso
medir (ver flgura) : :

Puede anctarse que dicha correspondencla es biunivoca
enire vector y punto. i

Vector Geométrico.

Otra posibilidad de reﬁresenta01oﬁ es mediante el con-
cepte de vector geomefrico, se define por tres elementos:
longitud, direccidn y sentldo, Estos tres elementos definen
en el plano un punto y rec1procamente°

Ejemplo:

e

sy
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Los vectores i, j, k, en general, recibirian el nombre
de vectores unitarios normalizados ortogonales y se designa-

rdn por ej, €5, €3

Definicidn:

Un conjunto de vectores x,, Xgy, «+- 5 Xg

€ E, despliega o genera E, si E es el sub-
espacio determinado por las combinaciones
lineales de los xj

Definicién alternativa: Un conjunto de vectores xq, Xo

ve.. 5, X5 €E, despliega o genera E, si
cualquler vector de E puede expresarse como
combinacidén lineal de los vectores Xy

Interesara posteriormente 1nvest1gar cuintos vectores
como minimo pueden generar un espacio E,. O en general, cuil

es el menor nimero de vectores que generan o despliegan un
espacio vectorial E,

Definiciodn:

e

i s " kBRI

[T

Un conjunto de vectores xj, i = 1,2,...n

de un esp3010 E, son 11nea1mente indepen-
dientes, si dnicamente los numeros reales
cl que satisfacen la ecuacién.

n
2 clxy = 0
1
son: el z=c2= ... c%= o)

En caso de que no se cumpla esta relacidén de nilmeros
reales ci - 0, (i =1, 2, ... , n) entonces, se dice que los
vectores son linealmente dependientes

Ejemplos:
(1)

(2)

(3)

son linealmente in-
dependientes

=N W

son linealmente de-
pendientes

DDO‘
A
lmo

rﬁ
W
e
—
il |

5] son linealmente de-
6 | pendientes
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Cuando existe un conjunto infinito de vectores independien-
tes linealmente, bastarad, si es posible encontrar un nimero fi-

nito de vectores linealmente independientes. . =

(1) -casos independientes: los vectores e;, €5, €5 SOn li-
' ‘nealmente independientes

0

1 o -
e, = |0 ' e, = 1 ; ¢cq = {0
L lol @ 2 0 3 11

4+ %X .00 +# x .00 =0
+ xz 1 + TX3;O =0
y 220 + £1 =0

que son las ecuaciones desarrolladas con respecto a las com-
ponentes de los vectores e€;. Para encontrar los valores

xl =0, xz =. 0, ~x37=r011a satisface, luego los vectores son
linealmente independientes. . . '
Teorema: El conjunto de vectores X1 xz; :;, , iﬁ
——— i — " L
€ E es linealmente dependiente, swdo y s6-
lo si, alguno de los vectores es una com-
_ binacién lineal de los restantes.

Demostracidn:

a) - Supongamos que *ng se puedaff expresar como combinacidn
lineal de los otros: ' '

n-1

- xn_ ; cxi .

1



. n-1 L
o sea: (+1) x - 2 clx; = ¢ en que c* -_-vl%»o

B 1

" Luego los vectores son linealmente dependientes

, n oo : |
b) Supongamos que.: Z clxi = 0, en donde al menos uno con
1

‘cj4=0, sin perder generalidad escribimos:

n - & »i
ctx T Z (-c™) x4
i=1
| n-1 i
> - ‘ -=C X i
Xp El — g con ¢ }ZO
luego: x, es una combinacién lineal de los restantes.
Ejemplo:
/ 12 6 22
Los vectores a.= |-3| , a,=| 5| ; aa = 9
S 2 L2 3 -4

.son linealmente dependientes, pues cualquiera es una com-
" binacion lineal de los otros dos.

- Se podra probar enseguida, que un conjunto cualesquiera
de vectores contiene al menos un sub-coijunto linealmente inde-
pendiente del vector que despliega al espacio que los contiene.
Asi, en el ejemplo anterior, el conjunto de los tres vectores
contiene un sub-conjunto de dos de ellos que genera el espacio
en que los tres se encuentran. Cualquiera de ellos se puede
expresar como combinacibén de los dos. O sea,

6| - [22]
3 T y 1 3 2
= . 15 9 e ot 2 . —
173 5] 3 _g| R e c=3 5 c= g
9] (92| o
a ==2,|-3|+ 1 9 c;=-2 : 02— 1
2 313 3 _4 3 7T 3
L = ; oY -
- 2‘1 - 6—»
= 2.|-3 3 5 1 2
23 Ll,.* _; c= 2 ;¢ =3
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Definicién: Se llama dimensién de un espacio vectorial
E: d(E), al miximo ndimero de vectores li-
nealmente independientes contenidos en E.

En otras palabras, supongamos que existen n vectores lineal-
mente independientes, pero ninglin conjunto de n + 1 vectores in-
dependientes, n es el maximo; entonces n se llamara dimensidn de
E. Si no existiera un n, diremos que E tiene dimensidn infinita.
Supondremos que en el curso, todos los espacios vectoriales son

de dimensidén finita.

Lemma. :
(S) es un sistema de m ecuaciones homogéneas con n
“ incognitas: -
4 =
o . e X solo
(a) Sea m = n @xisten infinitas soluciones, incluco
la trivial

(b) Sea m<£n existe una solucidén no trivial.

Ejemplo: . | 1 i

1 :
Xy c1 t %9 02 t Xg Cag = o
2 2 2 ~
X1 c1 ¥ %5 Co + X 03;— ¢
\ Définiciéh:, Un conjunto de vectores Hyy ey xne‘Elque:

. a) es linealmente independiente y
'b) que genera E,

se llamaria una base de E.

———

_ Segiln esto, una base de E no es un conjunto dnico; exis-
tiran un ndmero infinito de bases diferentes, pero si, todos
tendrin en cambio el mismo nimero de vectores.
Teorema : 8i xq, X25 ..., X, es una base E, enton-
ces n = d (E) ‘

. Sea d (E)=n y'si[gl, Koy -ues xéj genera E,
ZIeorema entonces Xy, Xg; - x, es una base de E.
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Teorema : E1l conjunto €15 €9y -« e, de vectores
n-dimensionales:

= ‘ r A
F l ;o | O

e, =  0 .' : eyt 1] ; ... 3y ep = 0
led of ]

forman una base de E,

Demostracién: Para demostrar que son una base es necesario pro-
bar dos cosas:

(a) que son linealmente independientes y

(b) que generan En
(a) son ellos linealmente independienﬁes, pues:

L ‘
Z cle; = 0 implicacy = cg = ... = ¢y =0
5 | v

cl.14¢2 04 ...+ cl.o

: k*b‘Cl.O "" (32 nl + v e + cnoo

desarvrcllado en

"0 m = n, segin
las componentes

Lemma tenemos:
o

v o s @ e 00 e e 00 0 0 s

¥ 1
.. C

. eewie

2
O+c” 0+ ...k c1=0

(b) cualquier vector x de E_ puede expresarse como

combinacidén lineal de los ej:
n .
x = % xjey 4gq.e.d. |

Ejemplo: el; €9, €4 forman una base de E

2 f
a) c1 e; + ¢ e2~+ cs‘e =0

implica que cl= cT = 03 = 0

o bm e n s Cifoii= 1,2,..,n
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2. x3) puede expresarse

. 2 S - 1 2
; “como combinaclogl lineal de;el, €y, €31 X e 4 X e, ¥

b) 'cuéiquier Vectbfo = (xl, k

3
X €3

: ’

_Puede observarse que cualquier vector es una base de Ey;

dos vectores cualesquiera no coincidentes, forma una base Eg; que
tres vectores no coplanares forman una base de Eq; etc.

Teorema: Cualquier conjunto linealmente independiente
de vectores X;, ... , x, CE, es parte de una

base: Yir» Vg o0 Ym> Ym 1,f.. s Yn

A estos vectores linealmente independientes que forman
parte de una base, se definen como sub-base de E,. Bajo este
supuesto es posible completar esta sub-base en (n - m) vectores
linealmente independientes, hasta formar una base de E,

Demostracién: Consideremos Xj, ..., Xp, ¥ys--:3¥p Si
YL
Xy, «--» Xy, y3 SOR linealmente dependien-

tes, se excluye yj, formando asi el conjunto
Sq.
1

Proseguimos en igual forma, tomando yz, para formar Sg,

etc. Al final S, es un conjunto linealmente independiente y en-
tonces yj;, ..., ¥,, que es una base,0 bien pertenece a Sp» © bien,

el conjunto y; ... y, buede expresarse como combinacién lineal de
Sp- ' ' ' ’

Teorema: Cualquier vector x de E_ puede expresarse
e e N . # . o ”
como una combinacidén lineal dnica de vecto-
res de alguna base dada.

Demostracidén: Sea yi..., Yo una base. ~Como genera E,

dado x & E,, entoncesa\ xi tales que:

n
Cx= S xiy,
1= =XV

Supongamos que otro vector xé ¢
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n
2 g e

X9

n i i
21 (x - % ) y3 = O

como los y; son linealmente independientes, entonqes |

Xi - xg =0
Ejemplo: Como y; ..., y, Son una base, entonces:
a) C; V3 * €3 Y3+ --. t Cy ¥y = (o]
implica €] = Cg -{... - cn‘=\\0

implica equivalentemente:

- S - B “ - -
1 B 1| |
¥ Yo Yn X1
2 2 2
Y1 Y2 . n X2
ay . + 2, . |t +a,|. = 1.
¥y yg Xn
e e e L.’J ¥-

Este es un sistema lineal no homogéneo de ecuaciones €n

n-variables. En general existiré al menos una solucion dife -~
rente de la trivial.

a = = x1 B, + x2 B, + + xn
. 1 2 A-ao | [%Vi

En algunos casos conviene estudiar la forma de expresar
un vector a en términos de(ﬁ)vectores dados B;:

oW



O sea: | a = @xi B.

t

en donde los elementos x* para i = 1, . s serén desconocidos
y seri preciso calcularlos. En términos de los componentes de

los vectores tendremos un sistema de ecuaciones que sera preci-
so resolver; en términos de x¥. Asi vemos:

—

[
a
1 - o1 2 n .
a = ag = X B1 + X By t ... X Qéi
<
Lan
en que'llamamos:
- 1ﬂ — 1— 1- 1-1
b1 b2 bm_
2 2 2
b1 b2 bm
Bl= A - Bz = . ;"‘;%@f .
; ' vl
b2 p? ™
N 1 L 2. L m
o bien: - 7 B ﬂ B ]_1 F-l.
a, | bl b bm
2 2 . 2
a b 2 b b
2 - xl ° 1 + x ° 2 i_ ‘°*>§® . m
. ‘n " ‘1
an b ' b b
L ] L_ 1J B 2. _m_

y desarrollando, obtenemos el sistema de ecuaciones simultaneas:

_.1.1 2 .1 @ 1
a; = x by + X by ¢ ... % x:>%@{
a
2 2 '
ag = x1 b2 4 X b% + ... % £® R%Hy
‘..—.‘oi'.l.l..'.z...r'l....‘.....(ji\;l:\o'ﬁ
_an - X b1 + X b2 + ...<+ x{\%@t
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Resolver este sistema implica recordar las propiedades
de los sistemas de ecuaciones no homogéneas (ver I-1.4). Sien-
do los B una base, entonces sabemos que existe una solucidn

tinica.
|1
Ejemplo: a= g ; a= 1. el + 2.e2 4+ 3. eq

si-queremos expresar a en términos de cuatro vectores, e;, €9,
e3, y, tridimensionales, existiran infinitas soluciones.

a = e, + ey + ez + vy
a = e e

1 +
a-el+-~‘+

¢ @ ® % 0 0 8 068 s 00 80 e e e

La compren516n'de las propiedades de las bases es muy im-
portante y es frecuente el problema de cambiar de base, o b1en,
dado una base, cambiar un vector de la base por otro, pero si
interesa que 1a nueva combinacidén lineal siga siendo de otra

base.
] Teorema: Dado un conjunto n-dimensional de vectores bases
; Xys cees X ¥ cualquier otro vector y1;£0
; m .
: o = 1 5.
: yl 1 yl Xl
; entonces podra ¥y reemplazar cualquier Xy para
; el cual y17&() y el nuevo conjunto de m vec-
! tores persiste como una base.
Demostracidn:
. ’ m
Como X1s gy ee xm es upa base E;:cl Xy =
implica ¢t -0 i=1,2, ... , m

Sin perder generalidad, podemos suponer en Y yi X; que
1

y? es diferente de 0. El nuevo conjunto Xx,,

y

X e
2’ m=-1" 71
probaremos que forma también una base: supongamos lo contrario,
es decir, que son linealmente dependientes 1lo que implica que
en:
m-1
E alx +-am
i

1

0

Y3
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am-;4o pues por hipétesis x;, Xg ) cee , X _sbh linealmente

m-1
independientes. Sustituyendo obtenemos:

m-1 m mn i
2 aixi + a (i yl xi> =0
1 1 \
i m
21 (al + am Yi) xi f am yl Xm =0
sea:
cl = al 4 oM yi i=1, 2, ..., m-1
M=amlyl ;. comoa"F oy yIFo
entonces: it 7(0
Luego:
= 'cixi =0 cm/‘/O
i=1 ~ |

contradice el supuesto de dependencia lineal. Lo que implica
que sean X;, X,, ... , Xy linealmente independientes.

Ademis, cualquier vector x podra representarse como una
combinacién lineal de X1s Xgy o X y,.De la base (x5, %g,

m-1’
cey Xp)
m
z= = clx
1l
m-1 i
Z= = c X, % c™ x
=~
- m ‘
como: y1= :%: y: Xy ; vya que y? 7/0
m-1 yi 1
Wt S mot —— W
Y1 y1



Ll

-37-

- luego, volviendo a Z :

m-1 m-1 i
Z= =™ ecixj+c® | 1 _y - = Y1 xi
1 = 1 1 m :
1 yl
m=-1| . o m ’ ‘m
J— > 1 3 .
zZ = EE - L _ yi]xi-\-. <t _v
1 - m
1 » Yy
. Luego el conjunto X1y X9, """xm-l’ Y1 forma una nueva base,
| Ejemplos: - ; :
11 N ¢) 3
1. .Demostrar que los vectores: x= 1|2 |; y =|2]|; z=]2
1

3 -1
son linealmente independientes. ' ~

.a) Pri@ero supondremos que son dependientes, es decir exis-
“tiran nameros reales cl,:cz,-cs.tales :

cp X+t cpy+ezz=0

1] , [:o 3
cq .|2 4 Co |2 % Cqp .2 = 0
1 5 2 ;“;1 -3 _1
.0 bien equivalentemente al sistema homogéneo:
c1 + + 3c3 =0
_2c1 + -292 B .2c3 =:0;
Bey - et ez O
202 - 403 =.0
-Cy -”1403 ="'0
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(¢]
I

= - 1403

!
N
o]
0

1
[N
Q

!

o ;; "'3203 = 0
luego cg =03; ¢y =03 ;cg= O

Los vectores son 11nea1mente 1ndependientes. Luego x, vy,
z, forman una base en E3

2. Determinamos e, en relacién a esta base [%, Y, é]
Tendremos que expresar

ax + by t.cz = e

o bien, equivalentemente:

T 1ol - 3|
a. |2] + b .| 2 +c .|2
5] - |- v

1]
oo~

calculando a, b, ¢, tendremos:

a <+ 3c =

1
22 4 2b 4+ 2¢c =0
0

52 - b + ¢ =

2b - 4c =2
-b -1l4c¢ =-5
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ejF:

3. Completar el conjunto"de vectores: x

2
R
o s
Lo ‘ , 2
has%a-formar?una%base"de el —
Para: tener una- base en: E4 sera .necesario encontrar: otros:

dos vectores mis, sean u, v, tales que:x; y; u, visean- 11neal-
mente indépendientes; o bien que el: 31stema :

x4 s ata,veo

2. 3

v+ a;

IbnsétiSfaga-la solucidn trivial, que implica:.que.aq= a,=
33 = a4 =0 tal quel:x, ¥, wj. i] son linealmente independientes,.
¥ por: 1o tanto una base de’ E4

" &) Primero déterminamos u:

i aZY‘* a3 w =0
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Es mas facil probar élgﬁn vector conocido si es lineal-
mente independiente con ellos, a saber:

1

¢Es e; = [Of una combinacién lineal de
0 x, y?
0

... 8i no lo es, entonces habremos encontrado un tercer vector
linealmente independiente con X, Y. Procedemos asi:

12 -1 1
1 -0 _ (0]
a; . |0t 32 '3 = o
2 2 0
Resolviendo:
2@1 - a2 = 1
al - (¢}
332 = 0
\2a1 + 23, ='n9‘

de donde se ve que a)= 0, az 0, no es posible. Luego es in-
dependiente.’ , o RS RO

Buscaremos ahora el cuarto vector. Investiguemos en
1a misma forma anterior con.el vector eg: s

N
OO0

o bien:

1
OO0




resolviendo: :
' 2a; - a, + az = ()
a3 o= 1
3a 9 = 0
2a, t2a, = .0

iseiobserva;que no existen valores.al, 22;.a3, 1uégo e, es '

‘linealmenfe independiente con los vectores anteriores. Luego

1[5,.y;>e1.1e%} forman una base en E4.

2.5 ‘Conos y Poliedros ‘convexos.

Estudiaremos una combinacién lineal muy importante‘que es
<bastante ‘usada en 1la programacion lineal.

‘Definicidn: Una combinacién lineal .convexa de,xl, x »

..., x. 'es la relacién , :
’ n % i Xy en que

n

i>o y = o =1
5 |

Ejemplo:
R L

c 1 c=2 ; cV.= 2
5 ’ 5 ’ 5

-en que: cizo; %L_ci -1

Geométricamente una combinacidn lineal convexa :de dos
vectores X1y X9 €8 otro vector ubicado en el trazo que une a

a los vectores X) X5
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: 2, -
X, =
B K3
2 | 5
X2 =
t?

Definicidn:

Fo o l”

L
2

" Definicidn;: congunto convexo de vectores xl, Xg ...xn

es un congunto ‘de vectores dados por la
comblnaclon llneal convexa de ellos.

Intervalo lineal de dos puntos xl,wx2 es
un congunto de puntos dados por la combi-

nacidn 11nea1 convexa de ellos.

O sea, un conaunto es convexo si un par de puntos cua-
lesquiera son puntos del conjunto y también lo es su intervalo

lineal.

Ejemplo:

Un rectidngule es un conjunto convexo:

cada ‘uno de- los segmentos AlBl - AZ,BZ, A3, B3 son puntos

del conjunto.
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Un‘tniﬁﬁgwloass:qonvexo:f

A

Un circulo es convexo:

La figura (1) anterior no es un conjunto convexo: de
puntos pues el trazo A B, tiene puntos que no pertenecen. a:
‘la superficie rayada.

Casco de un. conjunto convexo.

Es conveniente precisar lo que se entiende por casco,.
‘es~un,conjunto=que~cump1e-con:doS'condiciones%

1) A partir de dichos puntos: se puede encontrar por
combinacién lineal convexa cualquier otro punto..

2) Al suprimir“algun punto: del casco el conjunto
se ¥educe a un sub-conjunto del conjunto convexo..

Intuitivamente, el casco despliega el conjunto: con—
vexo y al suprimir alguno, el conjunto se encoje.

los puntos A y B forman el casco del infervalo lineal.

A |

Ejemplo:

B

en el tridngulo, los puntos A, B, C, forman el casco.




|

Teorema :
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 Dado un conjunto finito de puntos xl, x2

cee ey “existe un conJunto convexo que “los’

gcontlene y cualquier punto del conjunto
- estd dado por la relaclon lineal

y = chx

i=1
1 el &
en que: cl=0; ...; *=0 y Zct:z1
o 1

La demostracidén de este teorema se encuentra en el
trabajo: Programacién Lineal [(Ref. 27).

gjemplo:

~El congunto formado por los puntos xl, Xgyeee 5 Xg

forman un conjunto convexo de casco Xy, X9, X4, X5, Xgj e€n

que cualquier punto de é1, puede encontrarse por comblna—
cién lineal de ellos: : '

»
[

c Xg + (1 -c) Xg + O (xl + x5 +~x3 {x4 +xé +x7)

8
B= Z Ci xi
1

Xo= 1. X, + O (xl t Xg * X, + Xg 4 xé + X, ? x8)

L

Definicidén: Un poliedro convexo es.un conjunto convexo

de puntos cuyo casco estd formado por un
nimero finito de puntos.

B
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Los ejemplos anteriores han sido en su mayoria po-
liedros convexos, asi por ejemplo:

no es poliedro cualquier curva cerrada como el circulo, 1la
elipse, etc.:

‘en estos casos el casco estad formado por infinitos puntos.
‘Naturalmente, estos conceptos es necesario extenderlos a
mis dimensiones, asi en tres dimensiones tendremos las si-
guientes figuras poliédricas:

Podremos concebir asi con la imaginacidn, cuerpos
poliédricos en n-dimensiones, con un conjunto finito de
puntos formando el .casco e hiperplanos que lo envuelven.

»

Definicidén: Un punto extremo o vértice es un punto
que no puede expresarse cCoOmo una com-
binacidén lineal convexa de otros dos
puntos pertenecientes al poliedro con-
vexo.
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i Definicién: Un cono es una coleccidén de puntos ta-
§ les que si x es un punto del conjunto ,
también 1lo esa x parap 30.

La esfera, el elipsoide, cono de revolucidn, etc.
... DO son poliedros. El ejemplo anterior se denomina cono
poliédrico convexo, pues

Definicién: Un cono poliédrico convexo es un cono
cuyo casco es un poliedro convexo.

Definicidén: Arista o rayo extremo de un poliedro
convexo e€s un rayo que no puede expre-
sarse como una combinacidén lineal de
otros dos rayos pertenecientes al po-
liedro convexo.

e mL D e e T AT e

Teorema : Un cono poliédrico convexo es una co-
leccidén de todas las combinaciones li-
: neales: ‘
s i

0 en que cl =0 vy los Xy son puntos fi-
i .
b jos.

2.6 Espacio Metrizado .

Los conceptos cuantitativos en los espacios vecto-
riales han sido introducidos mediante el empleo del llamado
producto interior entre dos vectores. En general, una mé-
trica puede fundamentarse en cualquier conjunto asociando
a todo par de elementos xj€ X, Xzé‘X un nimero real no-ne-

gativo .9(X19 xz)p llamada la distancia entre ellos, que sa-
tisface las sigulentes condiciones.

(m,) Plxy , xg) = Pixg, xp)
_(mz) Plxy xz) =0 ﬂ% y sélo si xl = Xo
(mg)  Rlxy , x) +  Plxy, %307 Plx;, x3)

, El mis familiar espacio métrico es el espacio métri-
co cartesiano, en que los elementos Xy, Xo» estidn dados por
un triple:

n
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en que por definicidén la distancia entre X1, X, esti dada
por '——ji;/‘_‘ > W
| Veelez ) (-2 H(x- )

L o 4.2
(x; - x5) = %@1“"2?

ahora, esta funcidén satisface obviamente (ml) y (mz) o em-
pleando la desigualdad de Schwarz:

‘ n i iy i[ i
}Xl - le - xy - x3,£;=;§i(xl - Xz} (x5 - x3)
luego: " ‘
(ixl - le + 'xz - xgl ) :;} ;: + E:j‘ + 2 E::

2

luego (m3) se satisface igualmente.

gggacio de Hilbert

co Otro espacio metrizado es el espacio de Hilbert
(H°®), cuyos elementos estidn dados por una sucesidén de ni-
meros reales: '

- 1 2
x, = (xl » X} s ces)
tales que: S e
, E (x])” < oa

o sea, que la serie sea convergente.
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El producto interior definido anteriormente:

n
Xny:“;iixiyi

‘que para un mismo vector x, es:

. )
X .y = Exi
o 1 |

es la conocida férmula de la 1@ggitud de x al cuadrado.
Escribiremos para la longitud de x el simbolo:

Luego: X . Xm= @xﬁz

Piopiedades de la Longitud.

Demostraremos las siguientes propiedades:

(1) Ia xl = Ial . |x|
- (2) Hxl > IOI a menos que x = O
: ‘en cuyo caso: [x|= O
(3) , ax . ya £ Ix] . |y|desigua1daide
' - 'Schwarz
@ el b e

s

Demostracidn:, cpor.desarrollar

Defincidén: Llamaremos a un vector normalizado aquel
de longitud unitaria : |x| = 1

i

Distancia:

Estudiaremos algunas propiedades de la distancia
en el espacio euclideo.

Definicidén: La distancia entre los dos vectores x,
y de un espacio vertical E, estid dado
por la longitud de su diferencia:

d (x , y) = _[x— v|

4
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Propiedades de la Distancia

Las propiedades mis importantes son:

(1)
(1)
(2)
(3

IX G‘X|n (8]

lx - y| > o
| x - y[f—"ymxl |
[x - v +[y—-zl§’x-z,

Demostracién: a realizar por el lector interesado

Coseno del angulo entre dos vectores:

Para definir el 4ngulc entre dos vectores x, y, parti-
mos de la desigualdad de Schwarz:

de donde se verifica

esto es el coseno de
comprendido entre x,

Definicidn:

[‘x.’yﬂg‘,x, E ,y'
que:

-1 ¢ (x.y)

IEEER

un dngulo entre 02 yj?’ Sea © el ingulo
Y, deflnmremws«

Dos vectores X, y son ortogonales si el
productc interior es nulo: x .y = 03

xLly

Propiedades importantes:

W sioxdy » 5y L« |
(2) olo 2 El vector nulo es ortogonal a si

(3) Si x es

EV/gev. 27.2.62

e

mismo

ortogonal con Y10 ¥ ee g yn, entonces

2’ °
x.( ap Yy %+ ag ¥p * ... + 2 yn) =0







