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CAPiTULO 11

ESPACIOS VECTORIALES

2.1 Introducción

La noción vector es muy usada en las ram.as Matemáticas
y en las Ciencias Físicas. La utilización del vector difie-
re un poco y"depende primordialmente del campo en que se usa.
La creación del vector resulta un hecho material, si es que
se contempla alguno de los tantos ejemplOS que nos brindan en
la física, la mecánica. Basta observar el fen6meno de la
aplicación de una fuerza sobre un cuerpo, para comprender
que dicho ente tf fuerza"requiere más de una cantidad o núrn.e-
ro para su descripción; ya que en efecto dependerá de la
magnitud, del sentido y de la direcci6n de la fuerza. Sim-
b6licamente se representan por una letra con una flecha de
sombrero: X .

Analíticamente, un vector en el plano, se representará
por un par ordenado de n6meros reales, e~ g: xl' x2. Tam-
bién en este caso puede apreciarse que la magnitud y direc-
ción del vector están caracterizados por la distancia del
punto al origen y la pendiente con respecto al eje horizon-
tal, respectivamente. En el caso de la fuerza, se recorda-
, tt d dra que el efecto le la fuerza no depende del punto e

aplicaci6n, siempre que se mantenga la direcció~l, las fuer-
zas son del tipo de vectores deslizantes. Id~nticamente un
vector puede ubicarse en cualquier punto del espacio; pero
es conveniente usar el origen de coordenadas como punto de
aplicación.

Esta noción, se puede extender fácilmente al espacio
de tres dimensiones, o bien, al caso general de n-dimensio-
nes. En cada caso el vector se representará por números
reales ordenados, a saber: (xl' x2' ... , xn). Cada uno de
los n6meros reales que figura reciben el nombre de componen-
tes del vector. De la física y mecánica tambi~n hemos apren-
dido a operar con dichos entes: sumar, restar y multipli-
car un vector por un escalar, etc. todas estas operaciones
tienen una equivalencia analítica que estudiaremos posterior-
m.ente.

En el siguiente estudio presentaremos un ente puramente
matemático y general, sumamente 6til, que pOdrá aplicarse
a cualquier disciplina, siempre que la idealización corres-
ponda a la noción y caracterización matemática que daremos.

- ._.__ .•._-_._--~-~ ---- -- -- --~~-- ------------._--'---_._._------~--------,~,-------------
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En el capítulo 1, hemos destacado que en el estudio
de las ecuaciones nos han aparecido ordenaciones de n6meros
reales tanto en filas, columnas o en cuadros, que juegan un
im,portantísim.o papel en la resolución de dichos sistemas.
Adelantándonos a la definición de los entes$ los llamaremos
respectivamente vectores~filasj vectores-columnas Y matrices.
El importante papel que desempeñan justifica generalmente el
de considerarlos como entes matemiticos que requieren un aná-
lisis ulterior y sistem,át1coe- En esta form.a iniciaremos el
estudio de los vectores simplemente como algo nuevo, dando a
cada paso la generalizaci6n que permita absorber cualquier
caso particular o Con la generalizaci6n perderemos la clari-
dad geométrica de la representación en el plano, o en el es-
pacio ordinario, pero ganaremos en abstracción matemática
y ejercicio lógico e imaginativo; en lugar de pretender una
caracterización geom,étrica de vectores na.dimensionales. La
siguiente definición y los axiomas respectivos nos crean los
espacios vectoriales. Luego las ordenaciones de núm,eros rea-
les en filas o columnas nos creará un ejemplo de espacio vec-
torial específico, el espacio e~clídeo o espacio vectorial
en el campo de los número realeso

Definición: Un espacio vectorial E es un conjunto de
elementos x~ y~ z, 00.0 llamados vectores,
a los que se asignan dos leyes de compo.si-
ción, la suma y el producto£.S<.e;,lc,(

La suma es una composición binaria$ la simbolizarem.os
por el signo más: to A todo par x~ y~ de vectores de E le
corresponde en E un vector x + y, llamados su suma~ funda-
mentado en los siguientes axiomas:

Al: x + y = y ..•.. x

A2 : x + (y + z) '= (x + y) + z

A3 : x + O ::: x

A4~ x .... (-x) = O

Nota: Los axiomas A3 y A4 admiten la existencia de un
vector O y (~x) llamados respectivamente origen
y vector opuesto o Decimos que los vectores en
E forman un grupo abeliano respecto de la suma,
con elemento identidad o~ el inverso de x es me-
nos xo
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El producto es una operación simétrica entre un esca-
lar (número real o complejo) y un vector fundamentado en los
siguientes axiomas:

AS: a(x -+ y) = ax + ay

Aa: (a ...,. b) x = ax + bx

A7: a(bx) - (ab) x

AS: IX = x

Dichos axiomas no son necesaria y legalmente indepen-
dientes, sino simplem.ente una caracterización apropiada.

¿Qué tiene que ver esto con nuestros vectores filas
o columnas? Esta pregunta es perfectamente 16gica. Re-
sulta que el sistema anterior definido en el espacio vec-
torial E es consistente en si mismo y es completamente .ge-
neral. En cambio los vectores filas y columnas son vectores
euclideos n-dimensionales en el campo real. Veremos y estu-
diarem.os un ejem,pl0 o caso particular de espacio vectoria~"
E3, que es el definido por tres número reales (triples) en
filas o columnas~ que verificarán los axiomas antes enumera-
dos. En el lenguaje técnico se mencionarán como espacios
euclídeos n-dimensionales (En) al conjunto de vectores n-di-
mensionales de componentes realeso Naturalmente estos vec-
tores satisfacen los axiomas anteriores.

Definici6n: Un vector n-dimensional x es una sucesi6n
de números escritos en una fila (
xl' x2.' ---, xn) o en una columna

Cada xi recibe el nombre de componente del
vector o Se denominan respectivamente vec-
tor~fila y vector-columna.

Por ejemplo: [~J 1
3
4
2

etc.
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en que los. com.ponentes del vector

1;.3; 4; 2~

1
3 son respectivamente:
4
2

El origen de este nombre reside en la capacidad de re-
presentar en un sistema cartesiano un vector dedos componen-
tes .comoes el caso de [il » por un punto. En que la s com-

ponentes son respectivamente la~scisa y la ordenada del pun-
to o Es decir':

ordenada o

segul)da com¡ponerlte

~ .••• ...., ().J

abscisa o
primera
compOl1ente

En general~ podemos hablar de un vector de n-com,po-
nentes y'escribirlo simb61icamente por:

:al

a2

a =
an

dicho vector tendría una representaci6n ge~m~trica en un
espacio euclídeo n-dimensional ~o Naturalmente que, geo-
m~tricamente es posible represen~ar s610 hasta el vector
de trescom.ponen tes:

Si b = se .tendrian que emplear tres ejes coor-
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denados para representar geom'tricamente en un espacio-eu~
clídeo tri-dimensional al vector anterior.

Un vector-fila es una colección ordenada de n6meros
escritos en una fila. Por ejemplo: (1;2); (O; 1; 2) ; etc.

Igualmente, un vector-fila n-dimensional será un vec-
tor de la form.a:

Nota: (1) Cuando un vector-fila tiene n componentes
se acostumbra separar~ los e1~mentos por puntos
y comas, si son elementos literales pueden su-
primirse, si es que no existe confusi6n alguna.
(2) Al decir t'núm.eros reales ordenados" se pre-
tende distinguir los vectores de componentes
1 y 2, escr1 tos por ej em.plo en la form.a: x =
(1, 2) será diferente de y = (2; 1). Análoga-
mente en un vector n-dimensional x = (xl' x2 .. xn >.
los sub-indices no solamente indicarán las dife-
rentes componentes del vector, sino que tambi6n
la posición de la componente respectiva.

Adoptaremos para este conjunto de números reales or-
denados o vectores dos leyes de composición, definidos por
las siguientes relaciones:

ces

...,
2) Sea x - (xl' x2' .•• , xn) y si a es un número real

cualquiera; entonces:
ax = (axl' aX2' ..., axn)

Veremos que estas dos leyes de composición satisfa-
cen los axiomas Al -) AS Y por ende el conjunto En' con las
dos leyes, constituye un espacio vectorial. en el campo

de los números reales.
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~jemplo: Dado 10$ vectores: :

x = (x x2 xn).1 I ,
Y = (Yl, Y2 o . ó Yn),
z = (zl., z2 , . . • zn )

y a, b,n4meros reales cualesquiera
entonces; Al: x -+ y • y + x

pues

y

x + Y- (x1+Yi'. x2tY2' •• ., xn-Yn>.

y + x - (Yltxl'. Y2tXg, ...• , Yn"'"xn>

pero ambos m,iembros 8011. igua les J pues la suma

Xl. + Yi para i = 1, 2,... , n

es contnutat iva ~or ,s,er ambos números reales-.

A2: x .•.., (Y+. .z) •. (x t y ) t z

como: x+ (y + z) = (xl' x2"",xil>f(Yl+Z1"'YntZn)

- (xl + Y1 +zl"'" xn + Yn+ Zrt)
.pero por el axioma de asociatividad de la sum~ po-
demos es;r-ibir:

... ,



-7"!"f

Por ejemplo el axioma

A7: a (bx) = (ab) x

a O; (xl' x2' ..• , Xa]

a (1l1':1' bX2' •• '. , bxn)

en base a la conJllutatividad del producto, escribiremos:

~ .. " bax )
n

finalmente:
bta (xl' x2' ••. .' xa) ]

Los restantes axiomas puede ve,rificarlGS el lectQr intere-
sad'o.

2.2. Operac1on~s Algebráicas con Vectores.

Después de haber creado los entes matemáticos que
constituirán 10$ elementos de nuestro sistema, será pre-
ci:¡;;()analizar las operac,iones algebraicas que podem.os
,efectuar ,con el objeto de que el sistema m,odel0 matemá-
tico pueda servir 'y ser aplicado con soltura.

Definic,i6n: Dos v'actores n-dimellsionales x, y, se
d1cen igt;la,les ,s'i y solamen.te si I todas
las com.pol1entes correspondientes son ..
iguales~ i~ e. xi = Yi , 1 = 1, 2, .••,n

Ejemplo ~.
. .,

x = y
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siem,pre que:

Definición: La suma de los vectores n-dimensionales x,
.y, es otro vector n-dimensiorial de componen-
tes ¡'i + yi ' i = 1, 2, . QO , n.

'lt -

x3

e ',

~c + y ••

y = Yl
'Y2

,ys} ,

! Yl

Y2'

Y3

X-l-.y= x 1-1 11

Ejem.plo 2: a = U
b =(;1

2 4
,t

.2 ~-3

-!] "
lJ.

X2 -+ Y2

x3 + 'Y3

".a + b = [1 2 4

= [o 4 1

-~ + [-1
~

2 -3:"]

Ejemplo 3: a = [1
a +."b = D-

oJ
o]. +

b = ~ 2 'óJ
[1 2 OJ.

a +.0 no está definida
o sea, para sumar los vectores-filas o columnas se suman

respectivaluell'te las componentes 11om,ólogas. Se puede observar
que la suma está defil1id~ siernpre que los factol"'es:



9 ..

<a) sean de la misma forma
~ ~.. '" .;."'";- ~ • •. ••• ~ ~ ~.. \'..... /' •• t ~ •.••

Ep.' g~n'~:r.al tendremQ$ f
••..•.. ~.-<:f~,:.~ • ~,¥.~~.i....~.:.., '-"':... . .' :~':".;'-.'-.';:".{t-~:....~; l~.

fl 04-
j":

Z
= ~2

i1

:i~XIJ1 .••• '
_li'!" .'¡

. . C~~q ~it\rI!.JJ!e~ ~p.~.~;,:.i.A;r:m~~t.,f;.~~jaSj l&y,~~. d.eqpmp.osic~ÓIl
s~~~~~;~~~~~~~~:~~~~~

1;(~~tt7,~l i~¡~;~;í~¡~'~i~c¡~~~:~¡;:~i~~~S~8i~~1;;~;~:.~.,~"~~;~.~E--
..:..\~, ,. .,

x;' -t. y. Y .+ x'"l :"i( ; . :'.::'~' ':;~~(;~,:.{~~' ;~;~:

~~l~" (,Y. 1:__J~.;),:,>:~ .. (~F~ -t,:Y:)z", 't ..~;.,
',': :;l" }~i,.C:,'C~~'::,;,',f;~:») ."'~\.j't; "~~i':'.:"t~;~; ;.';,'}/ ';'{:&' ')i~:,i

E:jenlp.1Q 1:
\ . - ~;. --: '~: - '. ;. (~ . ,

--

-~~-------~-----~----------
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9

13 +
2

o
~lO

O

3

.2'

-1
+

6

1

3

9
3
2

Definición: Sea.a un vector' cualquiera, designaremos por
-a al. vector nega.tivo de 3, y escribirem,os:
-8 = (-1) a o "

.
O" ,x= -x - (~l) •b~]

x•. ~1X2 ' ••• ' ~. entonces:

fXI - x2 <~ ••• -X~-x=

Ejemplo "1:

Ejem.plo 2:

Ejemplo 3:.

x= -x=.

-Xl
-x2

.0

entonces:
x +(-x)=. " +

-Xl
-x2 -.-

Xl (-xl)

x2 - (-x2

o
x--x = O

ó
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x-x- 'O

'naIf inici6n: La rest~' de d9S vecto:res (x I y), n-dimensiona-
les, as otro vector n-dimensional de componen •.
tes iguales"a:' '

1 = l., 2, •••.I n

Ejemplo 1:
Xl

x; = x2
•

Yl

Y = Y2

Y'n

x ..• y = x + (-rl)y

..

. .

--,

Xn Yn

Ejemplo2: a = (1 2 '4) b = (-1 3 2)
a ~ b = (1 2 4) (~l' 3 2)

= ( 1 2 4)" + ( 1 ,-3 - 2) ..
• (2 -.1 2)

Definici6n: Un vector nulo n-dim~ns1onal, escrito ~,
está definido como:



o
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;, (5' .= (O O O)

Cuando no cabe confusi6ti'se usará el O como notaci6n abre~
viada para un vector nulo.

Teorema: El vector nulo satisface el ax1om,a AS

=

Ejenlp19 ..al
a tO = ' a2

, a3

al +"0

82 + O

a+o=a

o
O

O

Ej em,pI0 2: •• -
x'l
x
2

x=

Xl
X~O. x2

y'O =

+

o
O

o

o x + O1

O = x2 + O
, ." '.

'X + O -

o

- x (
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Befinición: El producto de un escalar a por un vector
n-dimens'ional x es otro vector n-dimensional
de componentes:

i= 1, 2, . o. , n

Ejemplo:
a . = y

a (xl x2) = [aXl ax~

El producto escalar-vector es el producto de un n6mero
real a por un vector fila o columna en que cada componente
queda multiplicado por el escalar.

Por ejemplo:

en general:

a • =

= f2.11L2.2J -

Teorema: El~oducto de un escalar por un vector obedece
a~lOs axiomas A5, A6

Ejemplo 1:

~J [~] .[~]a ( t ) = a t a

Ejem.plo 2: t~] t~l(a -+ = a + b

Representación Geométrica de las Operaciones con vectores
fjla:imensionales

De la representaci6n gráfica de un vecto~ bidimensional
se desprende: nA todo vect~r bidimensional le corresponde un
punto en el plano cartesiano y reciprocament~, a todo punto.
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que:es.igualmente'ünaéómbinacióniinealdeeste conjunto.
Evidentem,ente, las, ecuacioi1es,:a) Y b:),i pr'ueban ",e.l _,teorema de,
que

rL:a1 x. forman un ..e.spacio "vectoriálE.~
1 1

Esta idea de expresar un ve"ctor por medio de combina-
ciones lineales de otros, será la idea central que nos preo-
cupará estudiar. Además nos "i:llteresa abord'ar .el problem,a
de cuantos vectores son necesarios como mi'nimo' pa:r;-a ',escri-
bir o representar dicho vector. Así, en el plano~se nece-
sitan dos vectores básicos o unitarios, que en geometria vec-
torial se designan por las,_letras i, j. De 'acuerdo a nuestra
notación, estos vectores en términos de componentes cartesia-
nos se expresarían por :

i = (1, O) j = (O, 1)

Cualquier vector: x = (xl,~) se e~resaria co~:

x = l.x 1 + 2.x J o bien

x = 1 2.
,X' (1, O) ,t ~ (0, .,1).

En el espacio tridimensional son necesarios tres vecto-
res unitarios: i, J, k. Cualquier vector x se expresará •
por:

-x
1. 2. 3 .. ,

X 1 + x J .+ 'X- k ~



,a) qllela sum:ade las comb'inaciones linel\les d:e:lps
vectores están enE.

b) .que para cualqui~r com.binación line.a.lde. ~l .•• ,. ,
"r' .el prQducto cx pertenece a E. . . . ..

al r
Sea: x::: 1:::1 aixi ; ''1 =

lllego:

Ch!x.
1=1" .1 ..

. ,r .
x .,.. 'Y' -~ a:L.x.~.T lo

. ~( 1=~ a xi.1 . ,

-r::. (al .•..bi)."
1' 1

, .

p.~rQE;tsto e.s una comb,inación l~neal de .es~'e co.njunto.,

b).

,entonce~ :

Sea.:

x = t:
1=1

e = real

r,,-ce ai xi
l'

x ::;.
r . r
L e <,.ai x.i) = C(ca~) x-1' . 1'1
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2 ".4 Corn.billació11 lirleal de, vecto:res

Las operaciones definidas entre vectores y escalares
perrni ten. cO;:1stru"ir ,lo que se 'i llain..a U1.1acomJoillación lineal,
que será de 'trem,encla importancia ---en lb que sigue:

Def~nici6~: Una combinaci6n line~l~ de m v~ctores n-di-
lnensio:nale's xl' }{2' , :le es Ull vectorm,
de la form.,a:

en donde' los ci sqn n6meros reales cuales-
qtl ier<ta o:

Ejeln,plo:

Xl =(~).; x2 = (~) x3 = l~) cl= 1; c2= 3;
enton¿es, la combinaci6n lineal correspondiente es:

clxl + c2x2 ~ c3x3 = 1 · (~) t 3 .(j) t 5.G)
dicha com,binación repl~esellta" otl"'O vec'tor, que llanlare-
mos 2-" que es tá dado' por:

Teorem,a : Elconjull*to de todas las com.bil1acio11es lirlea-
les de un conjunto finito de vectores:
xl' x2, xr de En forman un espacio vec-
torial Eo

Demostraci6n: la demostr~ción se basará en probar dos cosas:



7 • Sumar '~rrestar los siguiell-tes vectores,. si' la sQma no
'eS realizable indique.po~ qu~:

~~J~..[~'~l
[~.~ [r]

[:] ~[Ü t~J!'b¡J
.,.~..f [1 2 o] *[1 ~J
12 ~. @ 4J [1 2 ,4 7 6

El 1 ,...1 1 -1J :!:. (4 1- 1

8~ Multj.plicarlos v~ctores indicado~ por'los escalares
siguié.nte.s.: -3; ~4/5

2~ ; .. ~ 3 4 lB: .r..";-..iool..••.•••.1[4 J
'. ,'," .. - .

9'. .Efe~tuar ..el .productoes~alar .'i,;ndicado., .. in~ique. si no
es r~aliz,\b'le ~

[1 2 4 6 7) . .1
2
4
-1
'-1

10.• Dem.ostrar con un ejemplo que axy ::; (ax).~y= a'(xy)', x,y-
vectQresj a escalar . ~

Dem.os trar COll u'~. s;jem,plo .que:

x (y + z) -, xy + XZ' •. . , que C011diciones deben cumpli:r
X,. y, Z?
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A: dos manzanas, 1 bh~colate, 2 caramelos
B: tr~s caI~am.elos, 5. m.al1zallas,2. l1aranj'asc: un pastel, 2 manzana~, 12 naranj~s
2.1 Represente por medio de un vector fila las di-

fere!ltes clases de artículos COlupl"'ados.

2.2 Escriba las compras efect~adas pb~ A, B, e como
un vector fila, de la ~~sma dimensi6n de 2.1.

2.3 Dado el vector precios:
100 - cada manzana
50 ~ cada chocolate

p - 10 cada eal"alile lo
50 - cada naranja

250 - cada pastel
Calcular las cuent~s individuales de A, B, Y e em~
plealldo.la 11otacióll, y proclctcto vectol:. ial.

2.4 Calcule de diferentes manera~ la compra total de
los hermanos en el almaceno

3. Dem.uestre ra.ediallte Ull ejem.plo que la mllltiplicacióll vec-
torial satisface las siguientes propiedades:

"'U" (a y) .•...• a(x y)•.f20. ..

2' (Yi"Z) - ,cy -t 1{Z.•
en donde a es tln nÚiuero real, x, y, z vectores. De-
fina además las formas y dimensiones de los vectores~

4. Sea x == (xl x2) y a ::[~1; b = [¿JSi x a== xl y x b:3.2,

calcular los C01TI.ponentes del vector x.

5. Representar geomktricamente en el plano los vectores
sigllie11tes:

6. Representar en el espacio tridimensional:

[~1;~~]; ~1 -1 1~ El 12 -l~



3 tI 2 2

Ej'em.p lo 2:

Dur:ante es:.ta p~im;~ra etap~ podr~am,os jus.ti,fi"c.arla. nO.ta'~!
ció:p- v~ctor.i.a.l argumehta'11do as í,.:....

().)

(;'2-)..~ . '.

(3,)'

Ej.erciC,i9S :
.. .~. .:,,'

ti~n.e. las- ve.~.tt'aj.~s.'; qu.e UJla colecc,ioll:' de numer.os 'se~~.
puedeg.. repre~e.ntar:. p~r u;n. só:io' sí'm,i,.():io':,m:at,.em:át.'ico ...
a', b,.. c, .... , x,. y,; z,

.d'ich;\:col-'ecc.ión pu'.ede t'l~atarse como .cant.i<.lad.ú']rlic',s."."

perm.~te e~tablece~ 'r.ela:ciones' cO.m,p.~icadas'~~ e.nforlna'l,'
s'im,p.~e .:

l. . D~d'o$ lossiguie11tes ..ve,ctore~:.

a = '(1" O, ,-2) ('1... 2.. 3)',., .,. ~.

1.3 (2,c-3a) .'(2b-y),

1'-1: a.b+x.y. 1•.2 .

1.4.

(2x -~3a)" ~..,b

(a, +.~x):~ (b' -.. Y'):.~,

2,. . SU,pol.1.g'~moOs ~q.ue tr.ee. liermanos, van a'cQ\11P:r,al~...a. Ul1
alnlacéri .4.1versos al'im,ento.s, .a., saber": " '~.
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Convengamos en q~e el producto de un vector-fila por
~n vecto~ columna est. dado por la suma de los productos
de las compo~en.tes homólogas., ..... .

, '

Defin"ición:
_ •. IIWIIP .•••••••••••••••

El producto' escalar de dos vectores
Ji" yn.-<.iim,ensiollale,s, '(x vectol" fila;
y vecto,r colum,na) escrito abreviadam,ell-
te,x • y~ está definido ~or .el n~mero
real igual a la sum,a de los productos
de las COlupOl1entes 110Dlólogas de los vec-
tOl'tles • Yo

x .y
Yl
Y2

lti
~ xi Yi
i=l

dado a = (O 1)

a b:: (O

b

2

Debe destacarse que en este producto escribimos pri-
mero el vector-fila Y luego el vector-columna, pues es asl
..,como hemos definido este tipo de. produc to escalar. La ·
~~ltiplicación de vectores filas columnas entre sl, no es-
tá qefinida.

Además se observa que el pr6duct~ es un elemento nu-
m.érico o vectol'" de una com.ponerl-te ~ (es UIl escalar)

Te 0111em.a : Dado los vectores x, y, z, y el es-
calar a, el prodllcto escala!-- posee
las siguielltespr'opiedades:

a (x'~. y) = (ax). ~ y.=

x • (y + z) = x • Y. +.~ • z

(ay)

Ejenlplo:~ 1:

3 [-1 2 = (-18 + O +.36)= +18

-- ... - .._----~------ --------------
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pio al 'alumno. Ciertamente cabe preguntarse siendo las
propiedades las mismas, porque han de crearse dos notacio~
nes o formas diferentes. Entre las razones que existen
están las que se vieron al estudiar los sistemas de ecua-
ciones lineales, en donde aparecieron colecciones de 06-
meros (coeficientes) ordenados en filas o columnas que te~
nian importancia en la soluci6n del sistema. Para diferen-
ciarlas es que se creó estos dos tipos. También, en cierto
tipo de cálculo es conveniente dicha notaci6n.

Ejeulplo:

Supongamos que una fábrica produce tres productos di-
ferentes. De A produce 10 unidades, de B produce 20 unida-
des, de C'produce 50 unidades. El costo por unidad A es
100; de B es 200 y de e es 50. Se obsel-'ll'v~a aql.1 í qtlO' exis-
ten dos entidades diferel1tes, a sabc~c r)¡.or'~lt':c)~~i.ol1es-ele los
pl"'odtlCtOS A,:' B, e y los costos eJ.l $ por t111icla'u de estos
prodl1ctoS. Podenlos ell esta forlna utiliza¡~ los vec.tol--es pa .•.
ra representar ambos datos sin confusi6n. El vector fil~
a = (10 ; 20 ; 50) representará las producciones de AJB, e
y el vector columna.

b - r~ggl representará los costos.LS?}
a = (10 A; 20B 50C)

1) == pesos ¡/I." ~Acn.pesos ;u

pesos

• ,;1el.on
La pregunta 16gica será ¿cuál es el costo d~ produc-
de estos tres articulos?

Realmente lo que interesa es multiplicar el~~ector-pro-
duccióri por ~l vector-costos para obtener el costo-ae-pro=-
ducción, desde lüego dicl10 costo es llfi escalar o ~~1úm,eroqu~
indicará cierta cantidad de pesos. Vector;ialm,erit.~ entonces
tendríam,os qt.te repl"esen"tar el producto por: a '. b

o bien~ a . b = (10 ; 20 ; 50)

pero por otra parte se desprende que el costo estará dado po~
la SU.111a:

Costo = 10 10'0'''' 20 ;¡s 200 + 50 :'}{50= 1000 + 4000 + 2500
Costo =17500
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~je'rcicios:

e =b ..~a =1.

calcular:
1.1
1.2
1.3

a r 2b-+ 3c
2(a ~ b) - 3(b + e)
~ (a .•. b + e)

2.

u =

2.1

2.2

(y ; v = . \V =,-

I u -v"2

(u + v) + w ::. u -t (v ...•. w)

3u - w

3. Cuando sea posible efect6e las operaciones, en caso
contrario de razones.

t (-1 ; 1) =

encolltrar x=

=3

+

+

+

G)
(i)

li)
2 Q)
Si (~)

3.5

3.4

3.3

3.2

3.1

2.3 Producto de dos vectores
I

Sin duda la introducc16i de diferentes tipos de vec-
tores, a saber, filas y columnas podrá extraflar en princi-

~~~-~-----------------"""""-------~-~~~-'-- -------- ------~
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. . •....•
el vector sum~f es el V.ector OS'; parte en O y, termina en S .•
Relación" ev:J.dellt~~ si se' contem.pla:q. losrectállgu'los cam.po-
nentes. en ella. '.uDos vectores geométriCQs'se" suma:Ii em:plean-
do l~ regl~. 'del parale19,gra~ºn... ,',

tnterpretaci6n del producto ~e un ~ector por un n6mero re~l.--, ,----.••.'_.~ •......•..•.•...._-_.- •.•.......-------_.---.-..-~--.--.---•..•..•.-..-.•.••..••.....

ijast,a obser.var la figura, para com,p~f1ender que .dicllaope-
ración es, equiv~lente a est1ra'J:;- o' contraer el vector' dacio
'(según sea e >~,():CL. 1) . . .

o

. . ,
. f 1.,'c> .• ,

t, .,
'Vector opuesto
' •...

x

x - y, = ~+ (~y.)

~'.,~ .

~ I
/, I

~•.•.•••"":'-. -_~ .x-y
-y
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El vector' geom,étrico se designa por C1P y lo caractE;1ri-
zan:

Longitud = L
SeIltido == OP

Direcci6n ~"ngulo 9

Por el extremo p. podem,os bajar' perpendiculares y encon-
trar los valores xl' x2. Dicho par define. un vector bidimen-
sional. Entre ambos existe las relaciones e~id~ntes:

2
= x1

2
L

tg e :: x~2-_.-
xl

In.terpretacióJ?- ....~=.ométrica de la Sllm.a.

Sean dados dos vectores: x, y bidimensionales~ Encon-
trar gr'ficam~nte el vector suma x + y.

y :: (Y1 Y2)
elltollces :. x -+ y fA (xl ..••.,Yl , x 2 + Y2) por .definición

82 ----- ---------r~-
• ,--'" .1
1"'" / ~

,,( 1,
, .1 1

" ,'1
X2 ' I

1.1 I
I .1

~ .I J
~
. I
I
t,.

O xl' S11 ~1

s

~
OSI = xl ""Yl

~
OS = x t y



Así por ejenlplo:

-15-

del plano le corresponde un vector bidimensional".

~.;~~

Para repi.';es~ntar geométr~ca-m,~nte el vectOr x = (xl
de componente~::::f::~; , '~i' :.. ~

.'i~' xl::.= 2 ;. - x2 ~f.?
representamos !cada uno de los:ic'~mponel1tes sobre los ejes
per:pendicular~.s' ..J'~i"x2' luego por :;1.08 PUlltOS encontrados 2 y
'1•.5 trazamos las',:,sparalelas de t~los:' ejes, obtenem.o,s un punto
P (ver fi,gura)o

Rec!procj'ín"i'i:-t;e si desde~rQ ..,(v~'r figura) bajam.os-Ls a
am.b,osejes', e;~¡io!s',;~deterlninar4:.n' ""sopre el primero en una magni--
tud xl Y. SOb~~'~~~;segUndO un~.::,~~,pi tud xa, .que será préciso
medir (ver ifJ1É,U,z:~J. . . j{ ".

Puede a~~tar,¡e que diCh~.:: epr:responde'Dcia' es biunívoca
entre ,vector y: ,:pu;~to~

VeetoI~ .Geométrico:.~):'
•••••••• . " ,. f" •... ""."".,.(

~:.' .. ;
lo,.

/~: . I

Otra posib~l;q,ad de r'epr"eSentac1ón: es m,ediante el con-
cepto de vec'tor gE!ometr~co, s:~ define por treselemel1toS:
longitud, direcci6~ y s~nt1d6~ Estos tres elementos definen
,en el plano un pun:~<? y rec~p~pcam.ente:

Ejem.plo:
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Los vectores i, j, k, en general, recibirán el nombre
de vectores unitarios normalizados ortogonales y se designa-
ránpor el' e2" e3•

Definición: Un conjunto de vectores xl' x2,. •. , Xs
E.E" despliega o genera E, si E es el sub-
esp~cio determinado por las combinaciones
lineales ~~ los Xi

Definición alterna.!!.!!: Un conjunto de -vectores Xl' x2
.' ••• , Xs '£-.E, despliega o genera E, si.
cualquier vector de E puede expresarse como
combinación lineal de los vectores Xi

\

Interesará posteriormente investigar cuántos vectores
CQMO mínimo pueden generar uri ~spacio En- O en general, cuál
es el menor n6mero de vectores que gener~n o despliegan un
espacio vectorial Ene

Definici6n: Un conjunto de vectores Xi' i = lJ2, •.•n
de un espacio E, son linealmente indepen-
d~entes, si Gnicamente los nGmeros reales
c1que satisfacen la ecuaci6n.

n
L ciXi = O
1 .

son: el = c2 = ••• en = O

En caso de que no se cumpla esta relación de números
reales cí = 0, (i = 1, ,2, .•• , n) entonces, se dice que los
vectores son linealmente:dependientes

3
2 SOll linealmente in-
1 dependientes

[~] [~] \ linealmenteson de-
pendientes

[~] [~J [:J son linealmente de-
pendientes

(1)

Ejemplos:
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CQandoexiste un conjunto infinito de vectores Ódependien-
tes linealmente, bastará, si es posible encontrar un número fi-
nito d'e 'vectoresline'alm.e:rite' in:d..ep-end'~.etite$,.: -',,,:,'<:'.' .. " . ',:.;~ ..... .. :',

=el

(1) 'Casos indepe~die~tes: los ve.c.tores, el' e2, eS' son li-
nealmente independientes

pues pa~a .cualquier x

x =
impl'ica: .

O"

o sea:

1 :
X .0 + +

+

x3.'.o

.,3." 1x .'-.

= O

= O

que son lás ecuac"1one's:. de.sarrolladas. con r~specto a las com,-.
ponentes de los vectores ei- Para encontrar los valores
xl = O," x2 =, O, "x3::: O .la satisface, luego los vectores son
lirlealmente indepen.di ..ent~es.

Teorem.a:
~.~ \"

El conjunto de vectores Xl' x2' .0. , xn$¿
di'

£ E, es linealmente d~pendiente, .~ Y so-
lo si, alguno ..de 10's vectores" es '~'una com.-
bihaci6n line~l de 10$ restantes.

Demostración:
a) '" Süpo'ngamosqueXn. se púéd~* expresar como.combinación

lineal'dé 16s otros:
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X
11

b) Supongam,os que.:

Luego 198 vectores SOJ.l linealm,erlte dependientes

n.
~~j.x. :; 0, en donde al menos uno con
1 ' ~

Cj4="0, sin ,perdel'" ,generalidad escribimos:

n-l¿:
i=l
n~l

= ! ~

1
nJcon c :¡-O

luego: ~'n es una com,biIlacióll lineal de los restantes.

Ejemplo:
Los v~ctores a ="1

[:;]

son line,alm,ente depe11dientes ,pues cualquiera es Ulla com-
,binaci6n lineal de lo~ otros dos.

)
Se pOdrá probar enseguida, que un conjunto cualesquiera

. de vectQ~es contiene a1 menos UD sub-corijunto.lineal~nte inde-

.pendiente del vectór que desplie~a al ~spacio que los contiene.
Así, ell ~~l ej,.emplo anterio~ ,elconjul1.to de los tres vectoz.es
contiene~n sub-coójunto de dos de ellos que genera el espacio
en que los tres seencuent~an. Cualquiera de ~llos se puede
e"presal-- COlno com.binaciórl de :108 dos. O sea, ':

13
en que : c" =-"2

_~.] .... , -t.i"

1.'

2
2,~ . ~t

1
3'

3
6
5

~2

1 2c. =_
'3

1
C' = 2

2 1
c.= ~

2
e = 3
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Definici6n: ~e llama dimensi6n .de un espacio vectorial
E: d(E), al m,áximo núm,ero de vectores li-
nealmente independientes contenidos en Eo

~n'otras palabras, supongamos que e~isten n vectores lineal-
mente independientes, pero ning~n conjunt~ de n + 1 vectores in-
dependientes, n es el m'xi~; entonces n se llamará dimensi6n de
E. Si no existiera \ln 11, direlnos que E tiel1e dinlellsión. infilli tae
Supondremos que en el curso, todos -los espaci.os vectoriales son
de dimensión finitao

-f)Q • ::l>to
Se.a m= n tex1.sten infinitas soluciones, inclu6E)
la t14ivial

(a)

Lemm.a:
(S) es un sistema de ~ ecuaciones homog6neas con n

il1cógni tas :

(b) Sea m.~n existe una solución 110 trivial

!j.ern.plo : '1 1 i
xl el t x2 C2 t x3 c3- = O

2 2 2
x el t x2 c2 + x. c'.) = O
1 3 v

Definici6~: Un conjunto de vectores x..L'.~ .~~., x~ E que:___ ,____ . .' n

-a) es lin~aJmente ind~pe~diente Y
b) ql:1e gerlera E,

se llamari una base de"E.

Seg~n: ésto;, una 'base de E no es un conjunto único; exis-
tirán un n6mero infinito de bases diferent~s, p~tdsi, todos
tendrán en cambio el ~ismo n6~er~ de vectores.

Teoren1.a:

Teorema

Si xl' x2' •..• , xn es una base E~ ento~
ces 11 = d (E)

-.Sea d (E)=n y si[x¡ , x2 ' ..,.,xnJ genera E,

entonces xl' x2' ..., xn :es una base de E.



Teore.ma: El.conjun~o el' e2,
n-dim.elnsionales:

· ..'.' ;' en =
: .
:,'

'.1

fo~m~n una base de En

1

Dem,ostrac, ión,:"para dem.ost':f:'ar qlle pOll un! base. es necesario pro-
par 'los cosas:

(.~) que 8011 l:inea.lm.ente ind.ependientes' y

(b) que ~~neran En

(a) son'el'l.os linealm.ente inqepe.Jl.diente,s;, pues::.'

n.
~ciei. :;: O implica cl :;: c2 = ••• == cn = O

m. = n, segúll
Lemm.a tenem.os:

e ~'=:O ';::i= l., 2~,.. '. " n.

nt e .1. =; :0

~, en ,.~o= .0'....,
+ 'c:2 .0 1-

t c2 ..1 +
. .

'. · •• • 0.- e'r'. • ,.• ' •. '. • '. '.. .•..• ':"., '. "." •.•• :".' .; •..•

desar~ollado en
las componentes

(b) cualqu~er vector x de En puede expresars~ como
combinaci6n .linealde los ei:

n
x = .£

,1
x.e.1. J.. q. e •..d>.'

Ejemplo:

a)
1 2 '3

e el'+ e e'2 + c', ,e3 = O

implica quecl• c2.= c3 == O
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b) cualquier vector x = (xl ,~2, i..S)- puede expresarse
ti' 1 2como combinacion,. lineal de ;el, e2, eS: x el -+ x e2 t

"3
"? e3

.Puede observarse~qtie cualquier vector es una base deE¡;
dos vectores cualesquiera no coincid~ntes, forma una base E2; que
tres v~ctores no coplanar~s'forman una Qase de ES; etc.

Teorema: Cualquier conjunto" linealm,ente independiente
de vectores xl' o o o 1 XmC. En es parte de una
base: YI, Y2..•. , Ym, Ym + 1, .•• , Yn

A estos vectores linealmente independientes que forman
parte de una base, se defi"nen.".como. sub-base de En. Bajo est.e
supuesto es posible completar esta sub-base en (n - m) vectores
linealmente independientes, hasta formar una base de En

Demostrae 'ión:" Cons i.deremos xl' ... , xn , y l', o • • $1 Yn si
~Y\...

Xl' •.., ~, Yl son linealmente dependien-
tes, se excluye YI' formando ~si el conjunto
81-

Proseguimos en igual forma, toma*ndo Y2' para formar 82'
etc. Al final Sn es un conjunto ~inealmente independiente Y en-
tonces Yl' :•., Yn' que es una base,o bien pert~nece a Sn'" o bien,
el conjunto Yl .•• Yn puede expresarse como combinación lineal de
Sn.

/
Teorema: Cualquier vector. x de E puede expresarse

como una combinación "liReal única de vecto-
res de alguna base dada.

Demostración: Sea Yl ...' Yñ una base .. Como genera En

dado x ~ En' "entonces 3\ xi tales que:
n

Xl::; ~ xi y.
1 l. 1

Supongamos que" otro vector x~ :"
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n
~ xi y i.. pero xl = ~
1

como los Y1 son linealmente independientes, entonces

xi _ xi = ()
1 2

Ejemplo: Como11- •. ' Yn son .una base, ent:onces:

a) el Yl + c2 Y2 + .•• t en Yn = O

implica _~l = C2 • ' • •• • c=", On

implica equivalentemente:
1
11
'2
11

al

nYl

Xl

x2-- •

Este es un sistema lineal no. homogéneo de eeu'ac1ones en
n-varlables~ .En general existirá al menos una soluci6ri" dife -
rente de la trivial.

a =
an

En algunos casos conviene estudiar la forma de expresar
un vector a en términos de@vectores dados Si:

rVV
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t

en donde los elementos xi para i = 1, ... ,@)~erán desconocidos
y será preciso calcularlos. En térm,inos de los compone.ntes' de
los vectores tendrem,osUDsistema de ecuacio.nes que será prec.i-
so resolver; en términos de xr• Así vemos:

a =

en que llamamos:
b1
1

b2
1

b2 b22 m
B2 = ; ... ;~

o bien:
a1

__ 1
x

2
~ x

rt
( ..

b2
m

y desarrollando, obtenemos el sistem,a de ecuaciones sim,ul táneas:

al = xl bi t x2 b~ f- oe. + ¡~ ~'l.

((

a2 = xl b: i x
2

b~ + ..• l' ~'~
• • • ó • o • • ., _, • • • ..,' • • • • o • • • • e e o ~.'" o •• ••

_ 1" n " 2. n \m.~ .n_an-x bl.,. x b2 + ••• ..•.x~ ~@ 1

'lo
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Resolver este sistema implica recordar las prop~edades
de lo~ sist~mas de"ecuaciones no homog'neas (ver 1-1.4). Sien-o
do los B. una base, entonces sabemos que existe una solución

]..~ .un1ca.

!J.emplo: a= [~l;a = l. el + 2.e2 .•. 3. e3
si-queremos expresar a en términos de cuatro vectores" el' e2,
e3' .Y' tridimensionales, existirán infinitas soluciones.

a = el + e2 + e3 + y

a = el + +

a • el + +

• • • • • • • • • • • o • • • • • • • •

La comprensión'. de las propiedades de las bases es muy im-
portante y es-frecuente el problema de cambiar de base, o bien,
dado una base, cambiar un vector de la base por otro, pero sí
interesa que la nueva combinación lineal siga siendo de otra
base.

Teorema: Dado un"conjunto n~dimensional de vectore~ bases
xl' ... , x y cualquier otro vector Yl.Om.

o

entonces J?odrá Yl reemplazar cualquier xi par'a
el cual y~~O, y el nuevo conjunto de m vec-
tores persiste como una base.

Demostración: .

Como xl; x2' x es una basem

implica ci =0 i = 1, 2, ••• , ._

Sin perder generalidad, podemos suponer en ~ yi xi que
1 1

y~ es diferente de O. El nuevo conjunto xl' x2' .••• xm_l' YI
probaremós que forma también una base: supongamos 10 contrario,es decir, que son linealmente dependientes 10 que implica que
en:
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1ndepend.lentes.
x son linealmente, m--l -

Sustituyendo obtenemos:

sea:

am m
OY1 xm =

i= 1,2, ... , m.-l

cm = am YT como am;l O Y Y~'¡ O
entonces: . cm '1O

_, J

Luego:

contradice el supuesto de dependencia lineal. Lo que implica
que sean xl' x2' ••. , x.n linealmente independientes.

Además, cualquier vector x podrá' representarse como una
combinación lineal d~ xl' x2' •• xm_l' Yl,De la base (xl' ~,
.. , Xm)

ya quey~ locomo,:

z =

x =m t 1
mYl

Yl



,luego,' vO..lv.iendo aZ :
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z .=
[
....._.l.. ' Y1 -yM

1

,;Luego .e1, eo~junto xl' .x2' .....
111]...•...'.x..1 -+. cm Ylmy.

1

, x ... l' Y1 forma. una nueva' base,m~

Eje~plos:
,1. · l-J,Demostrar que los vectores: x=. 2 •

son linealmente indepe.ndientes.. 3'.

3'
Z,'::; 2:

1

.a) Primero supondrem.os,. que sOIl:dependientes, esde'c.ir. exis-
.tiran. números realescl ,'c2' c3 ..tales

.ri].. .•.L~ . o

_".0.;b.1en equivalentemente al,:: sistema hom~géneo:

e +
.1

.:2c:l' + '2c..',2

+ 3c3=,::o'

.•.. ,2c
3

,- O'

~3 = O'

.2C2 .4c3:= O

~c2 -., 14c3 = 'o
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-28c
3

C2
4c3 =

1.~C3

O ,•• -32c3 = O

'~

luego

LoS vectores son lin~almente independientes. Luego x, y,
z, forman una base en :Ei3\.

2. Determinamos el en relación a esta base ~, y, ~
Tendremos que' expre'sar:

ax t ~y t,CZ • el

[~1 O 3 l'
a . t b 2 t e . 2 = O

~'.1 1"' '0

calculando a, b, e, tendremos:

a + 3e = 1,

2a t:; 2b + 2c - O

5a b t e : .= O

2b 40 =-2
-b -14c .--5

-'32c =-12

e . - 3
8

b = -14 =! ~ 5 - 21 t 20.8 .=. T -r-
.. ''.' ~
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2~~-
'SG:' .

3:~;-...•.•....•••.. -. .

8-:'

t.l'I.8'~;

e'::lF'~c' .+2Y;8:':~

;3/8:

3~:~. COllíp;let:ar.~"eJ~:,,'COll..j'ú,tt;t1)~-': 4e:':" Y'.e.c:tere:.s;¡',. x;' =:~',
há$:t:El' for:mar~.i.u: na:;, bas..e' de' ef.l~'::.

PIra. t4;ti1éÍ";."una" base ..EH1'E~'& ser~t.neee:saJ!iO:. encollt:ra¡r" '.otr,os;
dO$, .....v~éc,tore.s,~.mas) ,se'an ti:." v~ tal~~s.f:'qu.e;7. Xt,. Y"",> u':,.:/ vl;:'seª.n"~.'li'n.e.a'l~-.\.
men.te'. indep~t1'd.ientes.;ci'. bi.en q\1é> 8.1 s~is.;t'émá;'L

~()"s'átlsfág-a, la solu~,ió,n ttiv~'a:l;". que; itllplica"que' ,atlllt' a2:7"'
a'3 =" á'4' ••' O"ta1> qÚE!'II~,. y, U'} v3':\ seD> linealmente i'ndépendientes,
,y' por::' ló~. t.""nt:o. u~na:i.•.b:as'é::'d.e: E'~':~'

_"o o
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Es más fácil probar algún vector conocido si es lineal-
~nte independiente con ellos, a saber:

1
O una combin'ación lineal de
O x, y?
O

••• si no lo es, entonces habre~s encontrado un tercer vector
linealmente independiente con x, y. Procedemos así.:

Resolviendo:

-1
O
3
2

=
1
O
O
O

2a~ ...;. a2 = 1
,1

a1 = O

3a2 = O

.2a.1 + 2a2 = O

de dónde se've que a1- O ,;a2" 0'110 "es posibl~ • Luego es in-
,dependiente o ,-

Buscaremos ahora el -cuarto vector. Investiguemos en
la misma fo~ma anterio~ con.el vector 82:

o bien: 2
1
O
'"2

o
.1
O
O:

o sea

--

_" '



2a1 ,~a2'+ a3 = o
a~ .- 1

3a2 = '.-0

..,- ,'O

"se observa .que no existen valores al ' 82,a3, luegoe2 es
.'linealmen.t:e ,-ind'ependien'te con -lós 'vectores a~nteriores. Luego

2:.5. :Conos.y .:Pol.i'edro~:~~c'on;ve.xos.•

_,Es~t,ud;1'a:J"emos u:'na .,:comb:ina.c~ón :11ne'8:1 mu:;y tmp&r~t:a<D:t~e..que es
\~:stan,t~e .uS.,Qael~"la. \progl!:amac'i'ónl'in,e'al-:.

]}e;fin.ición: Una combinaeión lineal ¡convexa de ,xl' %2'

.•.••. f ~.D.' ,'es la "rel,ae~1611 .-A i'Z.c: Xi "en que1,¡n
ei .~Oy ,~'01 . = :1

_----- __ ....::.:l~ _

;Ejemplo:

,i',~., '. ...0.. 1e",.,;

. . .,GeQmé',t~'icamen,te 'una ~coDib~inac.i6n~,l.i.nea'.l .'conve"xa ;de' dos
.vectores ''',1' ,'~esotro vectorub'icadoen .el:trazo que une .•
álos 'veC'to~ésxlX:2.
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4

2

2

x_ 1
~2 xl

5

t.1 x
"22

x = 1( 2j.... + ...!..¡[.....•.~J...•
2 ,4" 2 ,..

x=~] t ~1~~~J
Def,inic1ón: Conjunto. convexo ,de vectores xli :x2' ... :~.~

es un'" cCinjuJito '-dé' 'vector'es 'dados '{por la" . ,::,
combinación lineal convexa de ellos.

Definición.: Int.~rva,loo. lin~~l .d~ dos puntos Xl' x2 ,es
un conjunto de puntos dados por la combi •.
naci6n lineal convexa de ellos .. "'-... .

~

O sea,-un conjun~o ~~ ~ónv~xo si un par de puntos cua •.
....~l-eisquliera~on puntos del conjunto y tambi'n lo es su intervalo

- nea .•
•• ~ <S

Ejemplo: Un rectángulo es un conjunto con'vexo:
'A' ....

•.•.. .3"

cad~o'un~. ~e >los .se,gmentosA'I1;J1 ~,_Ai, 82, A3" ;BS ..son .punt.os
del coJijunto;. ',' ,:,' 000, .,' ¡ , •. ,' ',,:. :.'"\. -.' ',:' .
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A'

La' f'ig.t1ra' (:lL)' ant'er.ior n'e:,es, un: c:onjunto,' convexo':'~ de'~
PU~D:,t:os';~.p'ue:s Er1. tra,ZQ; A B:Jt:i.e'ne,. PUllt'ÓS q',ue"~ BQ,', pe",rteneaen,. ar
,la. ,so:,pe'r:,fie,'.fe rayada;.

Es~.c'onve'ft'ie'n;te'" p~ec,f,sa'r' 10..qJ,1e'se- eDt.iende~, p'or' cas~o:,;.
es" un'. cO'J1:ju,.nt:o.qUie:', 'cu,mp'le' c'ot1;. dos~ eond:i:c'ione:s.::

1')- A partir d'e dichos ptl:n,tos: s'e' 'puede" encontrar: por-
combi.nación. lineal, cO.nve'xa cual,qui;er" otro'puD'tO: .•.

2) A,l supr'imir'" 8;\l.gu,n' ptln t,o'..de'l'" casc'o el conj.unt.o ...
s,e, redu:ee, a. u'n Sub~coDj,u,n:.to:\ de.l'conj:llnto. c'onvexo,.,

Int,u,.iti':va:men.t:e',. e~l c,as'codesplie,ga:;' '8.1 co'njunto'l c,on~"
ve'XQ y al,. $u:pr iDlir' a,lguBo, e:l conju'Dto se, encoj',e.,

A.

1,05. Run.t.os A y B f:orms'n-, el casco' d'el int,e-rva:J;o linea,.l.
Pi

B','
en" el triángu lo, los, ptlntos: A, B" e, formatD' el ca:'scox•
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Teorein,8..: "Dad~ un conjunto finito de puntos xl' x2
•• '•• ,' 'existe un co~Jurito c<>nVéxb';'q4e'los.

',contiene y cualquier punto del ~onjunto
esiá d~do por la relaci6n~~ineal.

s ;
~',ci;.,x.

. '1.'
i-l '

en que: ...., y
,s~' .,.''<c1=1
1

La demostración de este teorema se encuentra en el
trabajo: Programación Lineal (Ref. ,21.

Ejemplo:

.x
6

-B

B=

.. ' .El conju~t~ formado por los p':lntos ~l' ,',x2' • •• , Xs
'forman. un conjunto convexo de easco', xl' x2, x4; x5 ,xs jen
quecualqu'ier punto, de élg pued,e enco~tra.rse. por ..combina-
ci6n lineal, de el~osi -

A=c Xs t (1 -c) Xs +- O (xl" x2 't. x3 tX4 -fx6 +x.i>
8

~
1

X2= 1. x2 + O (xl + x3 .• x4 t Xs .+ x6 + x7 ~. xSl
1 ;"

Definición: Un poliedro convexo es~un conjunto convexo
de puntos cuyo casco está formado por un
nú~ero finito de, puntos. 1"

~-----
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Losejem,plos'anteriores' han sido en su mayoría ,po- .
l1e'dros convexos., así por ejemplo:

n'o es poliedro cu'alquier curva. cerrada como,:e1 círculo,. la
el.ipse, etc.:

'e'n es,to.s .casos- el casco está formado por inf.initos 'punto,s.
'Naturalmente, estos conceptos es necesario extenderlos a
más'dim~n.si.ones,así en! tres dimensiones tendremos las 81-:
gui.e'llt\e.s fig.llras poliédricas':

Podremos concebir as ícon la ima.g,ina:c!ón, cuerpos
poli,édrieos en n-dimensiones, co.n un conjunto ,finito de
puntos .forma.ndoel ....easco e hiperplanos que lo" envuelven.

De'finicián: Un punto extremo o yértice es un punto.
que no puede. expresarse como' una com-
b'inación linea'l convexa de otros dos
puntos pertenecientes al po1iedro eon~
ve'xo.

-=- _" • __ ~L ~ _. __ ~_ .__ . _ .. --=. ~ ~_~~~ -_. . .-----/
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Definici6n: Un cono es una colecc~6n de p~ntos ta-.
les que si x es un punto del conjunto
también 10 es ñ x para f).>O.

La esfera, el elipsoide, cono de revoluci6n, etc •
••. no son poliedroso El ejemplo anterior se denomina cono
poliédrico convexo, pues

Definición: Un cono poliédrico convexo es un cono
cuyo casco es un po'liedro. convexo.

Definición: Arista o rayo extremo de un poliedro
convexo es un rayo que no puede expre-
sarse como una combinación lineal de
otros dos rayos pertenecientes al po-
liedro convexo.

Teorema: Un cono poliédrico convexo es una co-
lección de todas las combinaciones li-
neales:

n
y = ~ ci xi

1

en que ci ~ O Y los xi son puntos fi-
jos .'

2 .6 ~spacio M€:lt~r:i;,~d~

r L~s conceptos cuantitativos en los espacios vecto-! riales han sido introducidos m.edianteel empleo del llamado
l producto interior entre dos vectores. En general, una mé-

trica puede fundamentarse en cualquier conjunto asociando
a to~ par de elementos xIE X, x2éX un n6mero real no-ne-
gativo .f(x19 x2)v llamada la distancia entre ellos, que sa-
tisface las siguientes condiciones.

(mI) P~xl x2) = .f (x2' xl)
(m2) P~xl x2) = O. y sólo si xl = x2

(~) f~xl x2) + f(x2, x3)4 jl(x1, x3)

El más familiar espacio métrico es el espacio métri~
co cartesian~9 en que l~s elementos xl' x2, están dados por
un triple~
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1 2 3xl • (x ,,~,xl Xl)1
,

, 1, 2 X3)x2 = (x x
2 2 2

en que por definición la distancia entre xI,x2' está ~
por ,------ ~-- ~

~~~-l)r.4-(~~-:(:) +(x~"'~)
n · · 2~ (x1 _ x1

"T l 2)

ahora, esta función satisface obviamente (mI) y (m2) o em-
pleando la desigualdad de Schwarz:

luego:-

luego (1113) se satisface igualmente.

Espacio de Hilbert
. otro- - espacio m;~etrizado es el espac-io de Hilbert

(Hao), cuyos elementos están dados por una sucesión de nú...
m.eros reales:

_ ( 1
Xl - Xl

2
Xl ' ••• )

tales que: <:::lo
~ i 2 -
.-=::.. ( xl'.) <::: O()
1=1

o sea, que la serie sea convergente.
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El producto interior definido anteriormente:
n

x o y = =E xi, Y i
1

,que para un mis~o vector xg es:
n 2

x. o y :: ~ xi
1

es la conocida fárm,u la de la lo~gi tud de x a1 cuadrado.
Escribiremos para la longitud de".,x..~l simbolo: .

2
Luego: x o x - I'xl

Propiedades de la Longitud o

Demostrarem,os las siguientes propiedades:

(1)

(2)

(3)

(4)

I'a x I = Ja I
Ix I :> lO I

Ix y I <., tx,l
Ix t y I ~"~ Ix 1 .t

a menos que x = O
.en cuyo caso: Ixl- O
Iyldesigualdai de

Schwarz
Iyldesigualdad

tr.iángu lar

Q!!!,OS tra e ión: \ (.~port-Ho1esarrol1ar

Definción ~ Llamareluos a un vector normaliza"do ':aquel
'.~e longitud unitaria Ixl' ~ 1

Distancia: '

Estudiaremos algunas propiedades de la distancia
en el espacio euclideo.

Definición: La distancj,;a entre los. dos vectores x,
y de un espacio vertical Et está dado

.por la longitud de su diferericia:
d (x $) y) Ix

..~
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Propiedades de la Distancia
Las propiedades más importantes son:

(1)

(1)

(2)

(3)

Ix xl - O

Ix :vI .> O

Ix yl = , y x 1
r x yl + ty - Z~IX - ZI

Demostración: a realizar p!?r el lector interesado

Coseno del ángulo entre dos vee!~:
Para definir el ángulo entre dos vectores x, y, parti-

mos de la qesigttaldad de Schwarz:

de donde se verifica que:

-1 ~.
~,

(x • y) (.. 1

t xl ., ~ '
esto es el coseno de un ángulo entre O~ y~. Sea e el ángulo
comprendido entre x, y, defin1.remos:'

Cos e = x o y
I xl.' yl

Definición: Dos vectores x~ y son 'ortogonales si el
producto interior es nulo: x. y = O+
x.Ly

Propiedades importantes:
(1)

(2)

Si x .1.y
0.1.0

y 1. x
El vector nulo es ortogonal a si
mism.o

(3) Si x es ortogonal con Y1n. y , y , entonces;/ 2 ' •..•• n

EV/gev. 27.2.62
. ~ -:::;;¡-L.-2 -------------------------




